SERIE DI FUNZIONI

Esercizio 1. Studiare convergenza puntuale e uniforme della serie di

funzioni
oo :1121|+i

o
. (n 4 2)!
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Si tratta di una serie di potenze, che possiame riscrivere come

Se indichiamo con S la somma delia serie, possiamo osservare subito che
S(0) = 0. Se, invece, 2 # 0, sull’isieme di convergenza possiamo scrivere

anche -
(u+2) (,1.2)"1

’E)—miz (n+2 ﬁz l;n_]

n=0 =2

Per ogni naturale m, indicato con a,,, il coefficiente ed essendo

1n|}

lim |— = lim(m + 1) = +00,

L/ PO L

si conclude che il raggio di convergenza. della serie vale ++oc. Quindi la
serie data converge puntuaimente su tutfo R, e converge uniformemente
sugli intervalli limitati. Inoltre essendo

o i
nl’ :
=t T L

si conclude che la somma della serie & nulla in zero e per x % 0 vale
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Esercizio 2, Studiare convergenza puntuale e uniforme della successione
di funzioni definta da

fo@ =n(¥z-1), 2zecRT.




Soluzione. Fissato 2 € RY, si ha che

log w

limn{ ¥z — 1) = limn{e = — 1) =logz.
T Tt
Dungue ¢’é convergenza, puntuale su R™ alla funzione f definita da

f{z) = logx.

8i osserva, poi, che non pud esserci convergenza uniforme su insiemi il-
limitati di R' e neppure su insiemi che hanno lo zero come punto di
accumulazione, in quanto

Jim (fulw) — flz)} = JJim (fulz) — f(z)) = +oc.

Se si considerano, invece, insiemi limitati A = [a, 8] C (0, +oo), allora si
ha convergenza uniforme. Infatti, posto ¢, = fr, — f, la derivaia di g, vale

o1

?
@

e quindi g, decresce su (0, 1), assume minimo uguale a zero n & = 1, e
cresce dopo 1. Quindi

sup | fn — f| = sup gn = max{g,(a), g.(5)).
wEA 2CA

Per la convergenza puntuale su RT vale

lim g, (n) = limg, (b} =0,
T T
da cud si deeduce la convergenza uniforme su A.

Esercizio 3. Si determini I'insieme X di convergenza puntuale della serie
di funzioni definita da

e si provi che su X non pud esserci convergenza uniforme. 'I'rovare poi
intervalli di convergenza unilorme.




Soluzione. Se x = (, il termine generale della serie numerica ottenuta
non ¢ infinitesimo (vale sin 1}, quindi non si ha eonvergenza. Se, invece,
z € X =R-{0}, allora la diseguaglinnza

22 rig?
0 < sin g™ <™

impzlica la convergenza della serie in quanto la serie geometrica di ragione
e " econverge (e < 1}.
Per quanto riguarda la convergenza uniforme, questa non pud sussistere
su X perché
sup |sine™™ | = 1.
X

Si ha invece convergenza uniforme sugli insiemi A della forma (—oo, a) U
{0, +o00); infatti, per la crescenza della funzione sin su (0,7/2], ed essendo
2 w
0<e™™ §1<§,
s ha che ) .
sup |sine ™ | =gin ™% |
zeAd

Quindi Ia serie converge totalmente su A (& una serie geometrica di ragione
2 . . B
e”*") e quindi uniformemente.

Esercizio 4. Si consideri la serie di funzioni

Xens Ww_;NGC)NEJNE.B!Z
Z n

=1

Si determini insieme di convergensa pintuale e uniforme.

Soluzione. Sex = 0 la serie diventa la serie armonica di termine generale
1/n, che & divergente. Se 2 & maggiore di zero il termine generale della
serie non & infinitesimo e quindi la serie diverge. Se invece @ & negaltivo,
altora la. diseguaglianza

T
e

< (_,‘l&.‘b'

n

implica convergenza (it termine generale ¢ definisce una seric geometrica
di ragione €%, che ¢ una ragione minore di 1 perché x 2 negativo).
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Per quanto riguarda la convergenza uniforme, consideriamo insiemi
A della forma (—o0, a} contenuti in (—o0,0). Si osserva che

Sllp eﬂi‘ﬂ f— BTIG,,

TEA
e quindi, dalta convergenza della serie numerica

“S-oo
et
1

n=

si conclude che la serie data converge totalmente e quindi uniformemente.

Esercizio 5. Dopo aver determinato 'insieme X di convergenza puntuale
della serie

> log(1 + na?)
Z n? !
n+1

provare che in X non pud csserci convergenza uniforme e trovare intervalli
di convergenza uniforme.

Soluzione. I noto che, per ogni numero reale positivo o,

Scelto quindi & = 1/2, possiamo alfermare che esiste { tale che, per ¢ > £
log t < Vi
Allora possiamo maggiorarce il termine generale della serie data come segue

log (1 +na?) /1 +na?

<
n2 - 72 ’

e quindi concludere che si ha convergenza puntuale su R perché la serie

di termine generale
V1+na?
n?

converge avendo ordine di infinitesimo 3/2.
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Su B non c¢i pud essere convergenza uniforme perché

sup log (1 + nz?) = +o0.
«ER

=

i
Consideriamo, invece, intervalli g, b] di R. Poiché la funzione ‘WW.TNGONL”\‘F
log (1 + nz?)

& positiva, pari, assuine minimo in @ = 0 e cresce sulla semiretta positiva
delle z, si ha che

log (1 +na?) log (1 +na?) log (14 nb?)

SUp —————— = mMax ( )‘
2 ! 2 *
z€{a,b| T n? T

¢ quindi per quanto affermato prima la serie converge totalmente e quindi
uniformemente su [a, ).

[wa4




Soluzioni esercizi

Martedi 01/06/2004

Di seguito sono riportate le tracce delle soluzioni di tre esercizi non
comprese nel file ’Soluzioni esercizi’ del 06/04/2004.

2)

Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della seguente succes-

stone di funzioni: fi(z) = Z sinkz, zel.
: , . .1
lim fr(z) =0, essendo ~1 < sinkz <le lim - = 0. Inoltre:
ks oo k—too £
1. 1 .
sup|g sinkx| = % — 0 se k — oo, dunque 8i ha convergenza
R &

uniforme e puntuale verso f{z) = 0.

Provare che la successione f,(z) = (sinz)™ -+ (z + 3) ™" converge pun-
tualmente nell'intervallo [0, 7/2] ma non uniformemente nello stesso
intervallo.

Si pud verificare facilmente che lim f,(z) = f(z), con
73400

0 z€0,%)

1 = o

LINEBIZ

s { gy NGON

infatti si ricordi che —1 < sinz < T quindi (sin z)” tende a zero ovunque
: P r
nell'intervallo di delinizione tranne per x == 3

Calcolando Pestremo superiore, che in tal caso & un massimo essendo
la funzione continua su un compatto, si ottiene:

1
(sinz)” + (£ 4+ 37" s L o=~ 1#£0,

3"7‘ T— 400

max
[©3)

dunque la successione converge puntualmente ma non uniformemente
nellintervallo assegnato.




4} Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della seguente succes-
. . _ z"
sione di funzioni: f,(z)}) = —(1 -2}, =z €0, 1].
n

Si pud verificare facilmente che lirJP fulz) =0, Vz ¢ [0,1]; inoltre il
T—1+00

x” N : : _

I][flau;( (1 — 2™} si ottiene, calcolando la derivata prima, per 2" = 7

0,1] | 7t

dunque sostituendo il valore di :

,I.TL

(1—2™)| =0,

Inax

01 | n

percio la successione converge puntualmente ed uniformemente nell’in-
tervallo assegnato.




Esercizi riassuntivi sulla convergenza puntuale e
uniforme delle successioni di funzioni

Verificare che le successioni di funzioni

) 1
fulm) = T+ (v — )2

Fulo) - { su|(1-55) (i - )| ve lvmn]
0

altrove

convergono puntualmente su R e stabilire se la convergenza e uni-

forme.

Per le successioni di funzioni
Fu(®) =log(z + ™) z>0 e i
Jule) = log (14 &* + a/n) WWW,!NGONUN '
fn(m) — {2 + ﬂum)l/n

determinare I'insieme F di convergenza puntuale, la funzione limite
f e stabilire se la convergenza & unilorme su E.

Determinare 'insieme E di convergenza puntuale della successione
di funzioni

e -1

]ln( ) 1_1_1” .’?179—-]

e stabilire su quali intervalli T € E la convergenza & uniforme.

Verificare che la successione di [unzioni

. T
f’rl(ﬂ") = l +nm2

converge miformemente su R alla funzione nulla. Studiare il com-
portamento della successione {f}}.




ESERCIZ]I SULLE SUCCESSIONI DI FUNZIONI

1) Determinare il limite puntuale delle segnenti successioni di funzioni e stabilire se la
convergenza ¢ uniforme:

a) fulz) =nxe ™, z € [0,1],

b) folz) =n"%V1 -z x € [—1,1],

( 1
-1 se -1 << —-
n
1 1

c) falm) =< nz se ——<a< -
T T

1
1 se — <r <1,

&) ful) = o "

7
O hw=1
0 se - <z <1,

) Fam) = (1 =22, we (0,1
9) fulzy=2a", =€ [01,]

h) falz) =

™ .
=LA
BIZ
2} Studiare la convergenza puntuale ¢ uniforme dell¥Seguente successione di funzioni al
variare dip € R
folz) =n"ze ™, xz e [0,1.




SOLUZIONI

a} converge ma non uniformemente a f(z} - 0,
b) converge uniformemente a f(z) = 0,

—~1 se—-1<a<0
c} converge ma non uniformemente a f(x) = se x =0

ge 0 <xm <1,

0

1
1
ﬁ}

e) converge ma non uniformemente a f(z) = 0,

d) converge ma non uniformemente a f(z) =

f) converge uniformeraente a f(x) = 0,

' 0 sel<x<l
¢) converge ma non uniformemente a f{x) = ¢ _
1 sex=1,

h) converge ma, non uniformemente a f{z) = 0.

2) Converge uniformemente a f(x) = 0 solo per p < 1. . E«@QZ
NeON




ESERCIZI SULLE SUCCESSIONI E SERIE DI FUNZIONI

1. Si considerino le funzioni

(1) fr(z) = arcig(n’z) neN
(2)  fola) = arctg{na®) neN
(3} [o(z) = arctg(2™) neN

a} Determinare U'insieme $ di convergenza puntuale della successione di lunzioni {f,} e la funzione limite

f (cast (1)-(2)-(3})-

b) Stabilire se la successione di funzioni {f,} converge uniformemente su S (casi (1)-(2)-(3)).

2, Si considerino le Tunzioni

(1) ful) =nae™"'" n €N
. O) fule)= [y nEN
\x\?ﬁ (3) fulz)=we"® neN
(‘90$\/ (4) fal2) = (1 +nz)je™™ neN
N'\\A (5)  fulz)=n’ze ™ neN
(6)  Fulz)={(e* +2e")" ne N

a) Determinare I'insieme S di convergenza puntuale della successione di funzioni { Jn} e la funzione limite
S (casi (1)-(2)~(3)-(4)-(5)- (6}).

b) Stabilire se la successione di funzioni {f,} converge uniformemente su S (casi (1)-(2)-(3}-(4)-(5)-(6)}.

¢) In caso di risposta negativa al punto b}, determinare dei sottoinsiemi di § nei quali la successione di
funzioni {f,} converge uniformemente (casi {1)-(2)-(3}-(4)-(5) (6)}.




3. Si consideri la serie di funzioni

(1) Zfﬂ =+§(E;1)n xF#0

n=0 n=0
+o0 oo S\ T
{(2) an(:z:)rZ(ltL) x#0
n={) =0 “
) She=3 ()
n=0 rs=={)
By 5
Zfﬂ - Z")’_HL
n=0 n=0
an( )__Z 3 H.L
n=0 n=0

a) (PUNTI 3) Determinare I'insieme § di convergenza puntuale della serie di funziont SoEoe fu {casi
(1)~(2)-(3)-(4}-(5))-

b) (PUNTI 1) Calcolare la funzione somma F{¢) = Z"_O Fulmx), definita su S (casi (13-(2)-(3)-(4)-(5)).

¢) (PUNTI 2) Stabilire se la serie di fungioni 5% f, converge uniformemente su S (casi (1)~(2)-(3)-

(4)-(5))

4. Si consideri la serie di funzioni © @\’lﬂ
‘ 4
2 fn(I) — Z n2p? n a GON\,\
n=0 1:=6) n\\\x
(2) Z fn ) _ an i —n ©
n=0 n=0

a) (PUNTI 3) Determinare Vinsieme S di convergenza puntuale della serie di funzioni 371 £, (casi
g p el

{1)-(2))-
b} (PUNTI 2) Stabilive se la serie di funzioni Y72 f,, converge uniformemente su S {casi {1)-(2)).

5. Si consideri la serie di fungioni

+oo 400
(1) S fula) = nlbale ™

=0 #r=H
+oo et
Zf m Z 22
n={ =0 2+ néz

a) (PUNTI 3) Determinare insieme S di convergenza puntuale della serie di funzioni /20 fr (casi

(1)-(2)).
b) (PUNTI 2) Stabilire sc la serie di {unzioni E"_U fr converge uniformemente su S (casi (1)-(2)).
¢) In caso di risposta negativa al punto b), determinave dei sottoinsiemi di S nei quali la serie di funzioni

converge uniformemente (casi (1)-(2)).
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1.6 Serie di potenze - Esercizi risolti

Esercizio 1.6.1
Determinare il raggio di convergenza e insieme di convergenza deila serie

o i

gm (1.1)

Soluzione  Per la determinazione del raggio di convergenza utilizziame il eriterio del rapporto,

calcolando

, (n? +2)2n 1 w2 1
Hm = lim = = —.
noco ((n 4 12§ 2)20H  noe02n2 420+ 3 2

> i
D

n=0
che converge (& cquivalente a 3. 1/r?), mentre per z = —2 abbiamo la serie g

i (~1) 50 NL“\\EE\

ao (n?+2) ’ \N\NW W2
che & (assolutamente) convergente. Quindi la serie (1.1) converge in [—2,2)]. B

Esercizio 1.6.2

Determinare il raggio di convergenza e I'lusieme di convergenza della serie

nn+2 3"

i I
Z . (1.2)
=1

Soluzione Con la sostituzione z = z° ¢t riconduciamo alla serie
i nt+1z?
- n’
—ind 23
Applichiameo il eriterio del rapporto, caleolando

n-l2n42 3* 1

im ==,
nooom | 3np 137 3
La seric {nella variabile z) ha raggio di convergenza R, = 3; quindi converge per |z < 3; ricordando
la sostituzione fatta, la serie (1.2) converge per |z°| < 3, ciod per |z < ¥/3.
Ponendo nella (1.2) @ = /3, otteniamo la serie numerica

Fntl
Zn—i—?’

n=1
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che non converge in quanto il suo termine generale non tende a zero {condizione necessaria di conver-
genza, delle serie numeriche). Ponendo invece nella (1.2) z = —V/3, otteniamo la serie numerica

(o)

St
- T A
n=1 n+ 2
anche questa serie non converge in quanto il suo termine generale non ammette limite {per n pari la
successione dei suoi termini lende a 1, mentre per » digpari tende a -1).
L’insieme cli convergenza della (1.2} & quindi (—+/3, ¥/3). L

Esercizio 1.6.3

Peterminare il raggio di convergenza ¢ 'insieme di convergenza della serie

00 n
;‘;a_) (13)
n=1

dove a & un numero reale positivo.
Soluzione Determiniamo il raggio di convergenza con il eriterio della radice. Dobbiameo calcolare

. 1
lim —
00 ”a

Possiamo scrivere {/né=n%m= exp “—i}:ﬁ Ricordando che
Inn
lim — =0
noco

abbiamo che f”—l;;‘ﬁ — ( e quindi exp &n’“ — 1. Tl raggio di convergenza della (1.3) ¢ quindi B =1 per
ogni valore a > 0.
Studiamoe il comportamento nell’estremo x = 1; la serie

oc -
> o GONL'NE'BEZ

e WWW.IN

n=1

converge se a > | e non converge se ¢ < 1,

Sostituendo invece z — —1, abbiamo invece la serie a segni alterni
oy
P
—on
Questa serie & convergenle per ogni valore di @ > 0, per il criterio di Leibniz. Infatti il termine

generale & decrescente e infinitesimo.
L’insieme di convergenza della{1.3) & quindi [-1,1)se ¢ <1 ¢ [~1,1] se o > 1. [ ]

Esercizio 1.6.4

Determinare il raggio di convergenza e insieme di convergenza della serie

SaM =g rapal o™ pat® (1.4)
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Soluzione La successione dei coeflicienti {(sempre a partire dal termine costante) &
0,1,1,0,0,0,1,0,0,...,0,1,0,0,0, ... ,

dove gli zeri non si ripetono con regolaritd ma in blocchi “sempre pilt grandi” all’aumentare di n.
Non ¢ guindi possibile quindi operare una sostiluzione z = z¥ allo scopo di ottenere una serie con
coeflicienti non nulli.

Per studiarc I'insieme di convergenza della serie assegnaia bisogna procedere direttamente. I3
immediato osservare che la serie diverge in & = 1 e in z = —1, mentre converge per |z| < 1. Infatti se
lz| < 1 possiamo affermare che

(o 4]

P e e B e B B e e o R e I RO

=1
la. serie maggiorante & la serie geometrica presa in modulo, che sappiamo essere convergente per
|| < 1. Dal criterio del confronto discende ’assoluta convergenza della (1.4), che ha quindi raggio di
convergenza uguale a uno ¢ insieme di convergenza (—1,1). B

Esercizio 1.6.5

Determinare il raggio di convergenza e 'insieme di convergenza della scrie

Soluzione  La serie assegnata non & della forma (77); per ricondurla a questa forma scriviamo

2z —-1/2))" oA 2%z - 1/2)"
Z np1 a1

) n=1 n=t
Con la sostituzione z = & — 1/2 ci riconduciamo a una serie centrata nell’origine:
o QLo

; an 1°

If raggio di convergenza di questa serie & R = 3/2, come si verifica con il eriterio del rapporto; agli
estremi dell’intervallo la serie diverge (in entrambi i casi si ottiene una serie il cui termine generale
non & infinitesimo), per cui 'insieme di convergenza risulta {z : —3/2 < z < 3/2}. 'lenendo conto
della sostituzione z == 2z — 1/2 la (1.5) ha come insieme di convergenza {z : —1 < z < 2}. B

Esercizio 1.6.6

Determinare lo sviluppo in serie di Taylor delle seguenti funzioni, centrato nei punti indicati, indican-
done il raggio di convergenza:

a) flz) =exp(l—2?) 2 =0 b) g(z)= _2‘3,_]j§ g =0 ¢) h(z)=In(1+z) zp=1

Soluzione




13

a)  Poiché f(z) = exp(l) exp(-?), utilizzando lo sviluppo della funzione esponenziale
oo

w35

e operando la sostituzione z = —z2, olteniamo

La serie esponenziale converge per ogni z reale ¢ quindi la serie data converge per ogni @ reale.

b)  Possiamo calcolare lo sviluppo di g{x), riconducendoci alla serie geometrica

1 oQ
T, > 2% perlz| <1 (1.6)
n=>0
Scriviamo ‘
() 1 1 1 1
xr) = = R
g 2x—3 43(1M2§E> 31—2—5@

e sostituiamo z = 2x/3, otienendo

"Z(

n=0

Y56

Poiche la (1.6} converge per |z| < 1, tenendo conto della sostituzione effettuata, la serie che abbiamo
ottenuto converge se |2”i < 1, valea dne per |z| < . & immediato verificare che la serie non converge
nei punti = 3/2 e & = 73/2.
¢)  Con la sostituzione t = z — 1 ci riconduciamo allo sviluppo centrato in 2y = 0 della funzione
In(2 + ), che scriviamo nella forma

In(2+t)=1In (2 (1 + %)) =In2+1In (1 + %) :

Utilizzando lo sviluppo della funzione

In(1+2)= > :Tz_’ per |z] <1 '%@& (1.7)
n==1

@0&
®

1)n+1tn
ln(2—|—t)7|n2—|—ZT, k

che converge quando |£/2] < 1, ciot quando [¢] < 2, e infine

con la sostituzione z = t/2, otteniamo

R R R I m st T "
In(1 +99):1n2+z( b n2(: D, .

n=1

Questa serie converge se |¢ — 1| < 2, cioé nell’intervallo (—1,3). Nel punto z = 3 converge, in
quanto si riduce alla serie armonica, a segni alterni, Nel punto @ = —1 si ottiene invece la serie
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)2?1 -+l

oo ¢ 1yntl — 1)
1112-1---2( DA GD i ANPI Z

T2

1

—ln2— ol

n2 E =
ne==l

che & divergente. A

n=1

Esercizio 1.6.7

Sviluppare in serie di McLaurin la funzione

2 -8
A T

precisando il raggio di convergenza. Utilizzare il risultato ottenuto per calcolare f{”'}(()) per 1 generico.
Soluzione  Conviene decomporre la funzione f(z) in fratti semplici e sviluppare le cue funzioni

oltenute:
20— 8 1 1 1 1

o) = g2 w=6 T a=2 " Z6(i—a/6) " T3 ~2/2)
Utilizzando la seric geometrica (1.6), con le sostituzioni z = z/6 ¢ z = x/2, rispettivamente,
otteniamo

12 1. & 2" oz = at ad 1 1
0= Gy g g g = (e )7

n=0 re=0

Ricordando ta formula dello sviluppo in serie di Taylor, si ha che

o) 1 i

nl Gntl ondl

e quindi

() n! nl
f( )(0)7 6n+1"'§m.
- |
1Z
GONLINEB
Esercizio 1.6.8 WIWW.ING

Determinare I'insieme di convergenza della serie di funzioni

i (1 . :1;2)11
n=0 7

2

Soluzione Con la sostituzione z == 1 — 2* ¢i riconduciameo alla serie di potenze

che ha raggio di convergenza {2, = 1 e converge in {—1,1). La serie di funzioni converge allora negli
z tali che —1 < 1 —2? < 1, vale a dire nell’insieme [—+/2,0) U (0,+/2]; osserviamo che questo insieme
NON & un intervallo. ]
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Osservazione Nello studio degli integrali si & osservato che esistono delle funzioni elementari le
cui primitive non possono essere espresse in termini di funzioni elementari. In alcuni casi, funzioni di
questo tipo assumono grande importanza applicativa, ad esempio in elettronica, in ottica o nel calcolo
delle probabilitd. Risulta quindi conveniente definire delle nuove [unzioni appunto come funziont
integrali, senza. che sia possible esprimerle in termini di funzioni note.

Gli sviluppt in serie di potenze ci consentono di caleolare queste funzioni. Vediamoe alcuni esempi

di funzioni di questo tipo:

1. la funzione seno integrale di @, Si{x), che & definita come
* gint
Si{z) = / 20 s
o t
2. la funzione degh ervori, Erf(z), che & definita come

Erf(z) fexp ta dt;
‘J_

3. la funzione integrale di I'resnel, S(x)}, che & definita come

w
——

)-.a
g
}:“"é
=,
=1
T
|3

[
—
=

o

ON\,\N

e

Scrivere lo sviluppo in serie di potenze della funzione Si(x) e calcolare Si(1) con un errore minore i

103,
Soluzione  Partiamo dallo sviluppe della funzione seno, che sappiamo essere convergente per ogni

Esercizio 1.6.9

z reale:
Oy 1y Andl
sinz — Z ( 1) ?

= (2n 4 1)

Scrivendo questo sviluppo nella variabile ¢ e dividendo per ¢ otteniamo:

(1.8)

sint 1 o0 (ﬁl)nt?nJrl o0 (__1)11112?7,
t 1 2 G T DT

n=0

(n+ 1)1 = (2n4 1)1

Integriamo per serie (I'operazione & senz’altro possibile, perché lo sviluppo precedente ha raggio di
convergenza infinito):

“sint. ( DY g ([

B o0 (_1)?zt2n+1 x ( ])n 2n+1
=2, [(21’3 + DI2n + 1)} Z ¢ (2n+ )20+ 1

n=i0

Questo sviluppo ha raggio di convergenza infinito.
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Per calcolare Si{1), calcoliamo la serie che abbiamo ottenuto per # = 1; olleniamo una serie
numerics a segni alterni

(—1y* 11

o0
— 1=t o+
nZo (2 + D2n+1) 3B 55

Affinché Yerrore sia minore di 1073, per il leorema sulle serie a segno alterno, ¢ sufficiente fermarci
al terzo termine. Infatti il primo termine trascurato & minore di 10~*, essendo 717 & 35000.

WWW. rNGOf\u__JNE,BJZ
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1.7 Serie di potenze - Esercizi proposti

Esercizio 1.7.1

Determinare il 1'a.ggio di convergenza e I’ insieme di convergenga delle seguenti serie di potenze:

L3 = ; [R =1, converge negli estremi]
n*
1.ENd
2 T, ﬁ”—h;’#’*’ [ = ool
3. nfle—1)» [R = 1, non converge negli estremi]
4. 30l znn_{_—-?fzﬂf | = T/5, non converge negli estremi]
o0 nl —
. 2= g " (2= 0]
n
6. >0, % [/ = 2, non converge negli estremi]
P)
70320 (1) rn_—%—;l [#£ =1, non converge negli estremi}
n
5112131; 1/3 . i
8. X a1 (o T2 R = , converge negli estremi |
qn,.2ntl
9. 3>, (—1)”% (R =37'/2, converge negli estremi |
10, 3°>2, (ml)“:nz"ll—'l'lfzzg—z [£2 = 1, converge negli estremi .

Esercizio 1.7.2

Data la serie di potenze

> * n+ 3 7
nglu‘ln(n n 2)9: WWW.!NG“

con a parametro reale positivo,
¢ si determini ¢ in modo che il suo raggio di convergenza valga. 3;

e per il valore di @ trovato si studi il comportamento della serie agli estremi dell'intervallo di
convergenza.

l[@ = 1/3; per & = 3 la serie diverge, per = == —3 converge semplicemente]
Esercizio 1.7.3

Data la serie di potenze

20
b™sin( )™
ﬂ; vr+3

con b parametro reale positivo
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e si determini b in modo che il suo raggio di convergenza valga 2;

e per il valore di b trovato si studi il comportamento della serie agli estremi dell’indervallo di

convergenza,
[b=1/2; per @ = 2 la serie diverge, per & = —2 converge semplicemente|

Esercizio 1.7.4

A

I raggio di convergenza della serie 322 g a,z™ &€ R = 5. Delerminare il raggio di convergenza delle
serie
a) Yooy 3a, a2 by T2 anattts,
la) R=VE, b) R = 3]

Esercizio 1.7.5

Sviluppare le seguenti funzioni in serie di McLaurin, indicando il raggio di convergenza degli sviluppi
ottenuti.

(_ 1 )11$4?t+2

o) — aim(p2): o0 -
L. f(z) = sin(z®); (2o T R = oo
dn
2. fle)=In(1+2"); o2 (1) 5, R =1
r2n+1 L2t
3. f{z) = arctan(bz); [S20e (—1)"2 ﬁz—l—— R=1/5]
4. J@) = 5% [2 5222 -g~.~f R=3/5)
5. f(z) = In(2 4+ 2?); (021 352, (~1PH E R — )
€T Tt T —
T . [1/35520((-1)" ~ 27 a", R=1]
3 — pi D co nof
7. _-_2-(‘1} — i&;‘ ‘“\:s ) [ En:O(n + 3)33 ! R= 11
1yn—1
8. log(z? + 5« + 6) [log6 + 302, %(ﬁ% + Qlﬁ)x”, R=2

Esercizio 1.7.6

Sviluppare in serie di Taylor, con centro nei punti indicati seguenti funzioni, indicando 'insieme / di
convergenza degli sviluppi ottenuti.

L@ =L w2 - ESE, = 0,0
2 f@) =Y we=-d oo GRS 1= (6,0
30 =vE m= 2o () @1 1 @)

o _ 1kl .1\
b )= w1, I8 5 (ﬁ—lkigﬂ) =1 (0,2
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Esercizio 1.7.7

a) Scrivere lo sviluppo in serie di potenze della funzione Erf(z) e calcolare Erf(1/2) e Erf(—1/2) con
un errore minore di 10( 8 _
[Erf(z) = %Eo maﬁ‘nﬂ Erf(1/2) ~ \/E (3= 9t 5gg)s Erf(=1/2) = —Frf(1/2), es-

sendo la funzione lirf(z} dispari|
b) Scrivere lo sviluppo in serie di potenze della funzione S(2) e calcolare S(1/3) con un errore minore
di 1072,

‘2n+1

1S(z) = >5°(—1)y" ot 1)!23n+1(4n ot 3 8(1/3) ~ w/162]

¢) Calcolare per serie con un errore minore di 1072 i seguenti integrali.

_ yoa 1yn i ~ 1 1
1. [0 g [{ =302 (—1) R TINeRTT) ™ 1~ 18+ g0
2 1 Vi d . I ( 1)n l.‘_ 1
. Jo cos(x?)da; =30 Gr)idn T 1) ~ 10+ ETG]
3. IOI/Z ﬂ#)da: [I = Zn:l(ml) -Ilgnln i % - 1—16 + 712 - 2-.%_6 + 8-(1m]

Esercizio 1.7.8

Determinare 'insieme I di convergenza delle seguenti seric di funzioni, riconducendole, mediante
un’opportuna sostituzione a serie di potenze.

1. 2(1)0(_1)710___7;; [e_‘” =t 1= [0,+OO) ]
g, i _Ina o e Bt e/ =t 1 =[e2e |
AN CEESVPL S !

WNES
3. 3.5 (sin" & + cos™ ). :

[Si studiano separatamente le due serie con le sostituzioni sinz = f,cosz =&, { = R\ {z =

g:k S Z}]




METODI MATEMATICI - IDI - A.A. 2003-2004

5 luglio 2004 - prova scritta primo appello

Risolvere gli esercizi proposti giustificando il ragionamento seguito, Accanto ad og-
ni esercizio & riportato il punteggio massimo ottenibile. In caso di salzione corretia
ma non adeguatamente giustificata il punteggio pud essere inferiore al massimo.

F+1=0

Esercizio 1: (4 punti) Determinare gli z € € tali che V3 3 V3
3 T3

o0
- . : . . ~1)rgin
Esercizio 2: (4 punti) Determinare raggio di convergenza e somma della serie E ~((—2)~—1——1
7 1
n=2 + )
Esercizio 3:

a} {6 punti) Determinare la migliore approssimazione nel senso dei minimi quadrati
- della funzione f(z) = = mediante polinomi del tipo a + bz?, (a,b € R),
nell'intervallo [0, 1}.

b} (2 punti) Caleolare Perrore cormmesso con 'approssimazione.

Esercizio 4: Suggerimento: disegnare il grafico di f(x), g1(x) e di go{x).

0 <0
a} {4 punti) Caleolare la trasformata di Fourier della funzione f(z) = { 1 0<z<1.
1-x
e r>1

b) (4 punti) Sfruttare il risultato del punto a) per scrivere la trasformata di Fourier
delle funzioni

Z L S
ONUNEB\ et < 1 (1 - 1<< ! 0
“\\G’ gi{x) = ~-1<2<1l e gfz)= - -l <z <

W\N‘ 1 0<z<1
S | - T

el—® z>1

[—

Esercizio 5:

a) (4 punti) Scrivere la trasformata di Laplace della
funzione f(x) disegnata in figura.

b) (4 punti) Sfruttare il risultato precedente per calco-

per z € [n,n+ 1), n > 0.




Metodi matemalict - IDI - A A, 2003-200/

Esercizi - Foglio 3 - Analisi complessa

Esercizio 3.1 Calcolare parte reale e parte immaginaria delle funzioni seguenti e sta-
bilire quali di esse sono olomorfe nei loro dominia di definizione:

zZ

a) sin(z) d) cot(z) g) |=| i) T
b) cos(z) e) %, h) arg(z)
¢) tan(z) f) z i) 2/]%)? k) In{|z|)

Esercizio 3.2 Sia z = z |- ¢y. Determinare le funzioni olomorfe f(z) che soddisfano
i requisiti seguenti:

a) Refway—1 e f(i)=—1. ¢) Imf=ay—1 e f(@i)=—

b) Ref= Imf. d) Ref=ay—1 e f{i)=-

Esercizio 3.3 Individuare e classificare le singolaritd delle funzioni:

) e 1)
) f( ) (zg T 1)(2’2 — 'L) ) f( ) (22 T 1)2

1~ 2%/2 — cos(z)
2224z 4+ 1)

b) 1) = s 1)Z(Qliiz =2)

d) /(=) =

Esercizio 3.4 Per ciascuna delle funzioni dell’esercizio 3.3 calcolare f (%) dz nei casi
seguenti:

1) y={zeCtc |z|=1/2} 3) y={zeCtc |z—¢ =1/2}
2) y={zeCtc |z|=3/2}

4) vy & il rettangolo di vertici 2 == —1/2 —i/2, 20 = 3 —4/2 z3 = 3+ 4/2, e
25— —1/2 1 4/2

Esercizio 3.5 Calcolare gli inegrali seguenti utilizzando it teorema dei residui.

2) [w dz d) ] sinz
14zt OOSE(]_-FILz)
T cos(ma) / 1
b) / 5+ 3cosz dz, meN ) ,_,Mmm2+w+1d‘
2 9 oo 2
C) /0 sin® z dx f) /wmd’b
NE_@\”L
oW
We
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Esercizi - Foglio 2 - Serie di Potenze

Esercizio 2.1 Determinare il raggio di convergenza delle serie

ODSED I DY (S N D S
k=0 k=0 k=0 k=0

e calcolarne la somma.
Indicato con p il raggio di convergenza delle serie, verificare per ciascuna, se esistono
z € € con |z| = p per cui le serie convergono. La serie b) & convergente per z =7

Esercizio 2.2 Determinare per quali valori di 2 € C convergono a serie

ook 20, 2k sz
D2 Dlagy 9
k=1 k=0

o0
k=1

. cor . S . e ey .
Esercizio 2.3 Verificare che la funzione f(z) = e~ 2% & derivabile infinite volte in z = 0,
ma la serie di Taylor di f centrata in zero non converge ad f.

Esercizio 2.4 E possibile determinare dei coefficienti ¢, tali che la somma Zakzk
=0
a) sia uguale a [z| per |z < 17 ¢) sia uguale a ——— per Iz - 2] < 17
. 1 |
b) sia uguale a (z — 1) per |2] <27 d) sia uguale a |z| per [z — 2] < 17
. . Osex <1
e} coincida con la funzione < e per z € (0,2)7?
lsez>1
E.B‘Z
1 AN oML
Esercizio 2.5 Sia f(x) = :
sercizi ia f(x) GO
a) Verificare che f & analitica in un intorno di z = —1;

b} Senza determinare esplicitamente la serie, si pud dire quanto vale il raggio di
convergenza dello sviluppo di [ in serie di potenze di centro z = —17




)

2)

3)

a)

b)

4)

ESERCIZI SULLE SERIE DI POTENZE / SERIE DI TAYLOR

Determinare 'insieme di convergenza puniuale e uniforme della serie di potenze

oo
— (x—2)"
”27:.3" (@ )

Determinare I'insieme di convergenza puntuale e uniforme della serie di potenze

fu
2 ne® n
2 a
2

= (n+1)
Data la serie di funzioni (osservare che .....}

+oc ( et ) Tt 1

Z @ _ n

—i\e 1/ n
determinarne l'insieme di convergenza puntuale NE BIZ
discuterne la convergenza uniforme W |NGONU '

»

Data. la serie di funzioni (osservare che .....)

+o0 ‘
E na M@ —o)
nt=0

determinarne I'insieme di convergenza puntuale
discuterne la convergenza uniforme

Calcolare con un’approssimagione inferiore a 102 il valore di

/'1/3 log(1 + &%) "
A - J

&




Fsercizl riguardauntl serie di potenze

Escrcizio L
Si determinino gli insiemi di convergenza semplice, agseluta e uniforme della serie di potenze

Yo AN
e I

sercizio 2
51 determini il raggio di convergenza della serie di potenze in R

Ry

Z(Z + sinn)*2"

=1

¢ se ne indichi il raggio di convergenza.

Feorcizio 4

Si determinino gli insiemi di convergenza semplice, assoluta e uniforme della seric di potenze
in R

= 3n+logn

Esercizio 5
Discutere la convergenza della serie di potenze

t ek
2‘! ni &

n=1
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Seconda. Parte

1 Trasf. di Laplace e equazioni differenziali

Esercizio 1.1 Determinare la trasformata di Laplace della soluzione dei
seguenti problemi di Cauchy (per ¢ > 0). Quanto & I’ascissa di convergenza
di ciascuna soluzione?

2) '+ 2 e etfult) — u(t — 2)]
' 2(0)=0, z'{0)=1

"+ 32" — 2z = (t+ Dt — 1)

D) a0y =1, 2/(0)=0

Esercizio 1.2 Determinare la trasformata di Laplace della soluzione
(%, ) dei seguenti sistemi diflerenziali (per ¢ > 0}

mf:::—l‘{ﬂjwy-{*eit fE"l“?:yF:Qm*'y
a) Y =z — 2y b)Y 22—y =2 +y
z(0) =0, y(0)=0 z(0) =0, y(0) =1

La componente z(t) della soluzione soddisfa la condizione

lim z(t) = 07

tr-}-00

2 Trasformata e antitrasformata Zeta

ILsercizio 2.1 Calcolare la trasformata Zeta dei seguenti campionamenti

g) =" n=15913,. ..

a) fo—(=1)" b) fu=(n+4)cos(bn)
¢)  fo=mne"sindn A fo=2"
_ ™ _®  nparl
o) = 0 mn=10 B fu= e n dispari
0 n=0,4812,...
1 altrimenti




Esercizio 2.2 Quale o quali delle seguenti funzioni & una trasformata
Zeta? In caso allermativo, calcolare il raggio di convergenza delle antitrasfor-
mate.

e e %
o et F =
Ii(z) = 5 +4 2(2) = 7 +4
ell= 24z
E pammd F Z =
3(2) z+4 (2) z+4
246 1
F5(Z) = m Fg(z) = 8111 ;
sin 2 242
Fy(z) = — Fy(z) = P

Esercizio 2.3 Calcolare Pantitrasformata Zeta delle seguenti funzioni
razionali

z4+6 z2+6 2 +1
— E = —_— F = e
Bz =75 B = e PO =y
z+6 z46 32242241
Fiz) = o 16’ Fy(z) - 2 —6z+5 Felz) = 22242

Esercizio 2.4 Quale & il raggio di convergenza delle antitrasfor-
mate delle funzioni di cui all’Esercizio 2.3 7

Esercizio 2.5 E’ applicabile il Teorema del valore finale alle le
funzioni F3, Fs, Fg, Fs. di cui all’Esercizio 2.27

Risposte Esercizio 2.2. Sono trasformate Zeta le funzioni Fy, Fy, £, Fs.
Non lo sono le altre.

3 Trasformata di Fourier

Esercizio 3.1 Le seguenti funzioni razionali sono trasformate di Fourier di
funzioni di classe 7,17

2 .
W w1 2w
o T Fyw) = T2 Fy(w) = ——.
w? —2w+1 w*+1 w44

Esercizio 3.2 Calcolare (se esiste) la trasformata di Fourier delle funzioni

Rt = e ult), falt) = tu() = u(t — D], folt) = te'ult — 2).

Risposte Esercizio 3.1 Nessuna delle funzioni considerate ¢ la trasformata
di Fourier di funzioni f € I'. Le funzioni I, Iy non lo sono in guanto
non continue per ogni w reale; /5 non lo & in quanto non infinitesima per
|| — o0,

Fw) =




INTEGRALI DOPP1

Esercizi svolti

1, Caleolare i seguenti integrali doppi:
(a) /Aﬂ’?fd-’ﬂd? yA={{m,3}:0<a<1,0<y < 1]
0) [ G deds, A=) 3w <41y < 2)
() fA(2m2 +3) dedy, A= {(z,y):0<az< L, <y< 1}
{d} /A(m* Wydedy, A= {{a,y): 0< e <2,0<y<2—a};
{e) fA wydedy, A={(z,9):0<z<L,2? <y<1+a) VUV, INGONLINE.BIZ
(f) fﬂ(ﬂr +y)dedy, A= {(z,y): 2% <y <27
{g) L%‘i dedy, A={(z,): 0 z<m a<sy<nh
(h) fA(:r: +2) dedy, A= {(z,y):0< 2 <2,min{z? 2} <y < max{z?, 2} };
() [ wsinie® ~yidody, A= (@) 050 < L0y < 1);

(N /Alsin:v—yl dedy, A= {(z,y): 0<z<m0<y< i}

(k) / o dody, A= {(x,y):y <~ +a/2+8,y > —2* -,y > —a? + 2}
A

2. Sia A la regione di piano racchiusa nel triangolo di vertici A; = (0,0}, A2 = (1,1) ¢ Ay = (2,0) e dotata di
densitd unitaria. Caleotare il momento di inerzia di A rispetto al vertice A;.

3. Sia B la regione di piano racchiusa nel triangolo di vertici 8y = (0,0}, Bx = (0,1) e 33 = (1,0) ¢ dotata di
densitd unitaria, Calcolare il momento di inerzia di I3 rispetto al vertice Bs.

4. Calcolare il baricentro delle regioni di piano dotate di densith unitaria
(1) A= {{z,p):2® <y < 1)

(b) B={(a,9):2*+y* <1, y= 0}
5. Calcolare i seguenti integrali doppi:
(a) fD v dedy, D={(v,y):2*+y* <1, 420}
{h) ]Dnrz—i-'gg dedy, D={{zy):2*+y? <, 0<y<z}h

(e) f st dody, D={(y):1<a®+y> <4, y2 0}
n




{d) f ydedy, D={{zy):42%+9% <36, y >0}
D

. Sia 1) un disco circolare dotato di densith unitaria, avente centro in ¢ = (,0) e raggio ». Verificare la
relagione Iy = Ig + 12 A, dove Iy e Iz sono i momenti di inerzia di D rispettio a O ea C e A & Parea di D.

Calcolare il momento di inerzia rispetio all’origine degli assi della lamina piana di densitd unitaria & =

{(@, ) 2%+ < 9,27 + 9% — 2z > 0}.
. Calcolare i seguenti integrali impropri:
(a) / (2 v o) *dady, D= {(x,y}: 1< 2*+9°}
B

(b) f 2 dedy, D= {{z,y): 4 <2 +y%2 >0,y >0}
D

(et +4) VIWWLINGONLINE BIZ

{c) / @2—-%:;2’)5 dedy, D= {{z,) 2% +92 > Lz >0, > 0}
D al

z S R
() /Dmdmdy,f)m{(.n,y}..n +yt < 1,0<y <z}

€T
((;‘) Am dﬂ:dya D= {(.’H,y) ; m2+y2 S I:Am < Y =< O}




INTEGRALI DOPPI
sercizi gvolti - SOLUZIONT

WWW_!NGONLENE.ESPZ

1. Caleolare 1 seguenti integrali doppi:
{(a) / aydedy, A= {{z,1):0<s<1,0<y< 1}
A

18 possibile risolvere Pintegrale indifferentemente per orizzontali o per verticali.
Integrancdo per verticali si otliene

13 I 1 g1 1 911
: X 1
xy dndy :f (f 27 dy) da::/ x [E—] dw:[ L e = [i—] = -,
./A Y v 0 0 v 0 2 o 0 2 4]y 4

(b) Lmdmrh,A:{(:::,y):Bgmgd,lgng}.

E possibile risolvere 'integrale indilferentemernte per orizzontali o per verticali.
Integrando per orizzontali si ottienc

1 2 4 1 2 1 4
el ey = [ ( / e d:c) cy == f [m ] dy =
N AV AN A A ] P

2
B 1 1 B . (25
m[ (—m—f'm) rlym[—1og(4+y)+iog(3+’y)}1—ln (5'1)

(e} f(2:v2 +3) dedy, A={(r,y):0<zs< 1,27 <y <1}.
A

La regione A & sia orizzontalmente che verticalmente convessa. I quindi possibile risolvere integrale
indifferentemente per orizzontali o per verticali.

Integrando per verticall si ottiene

1y pl 1 1
3
f (222 + 3y) dudy = / ( f (227 + 3y) rly) dr = f [211:211 + —yz] da =
A 0 w? 0 2 22

1 1
_ Th 02, 8 | T 5, 24 3] _22
7_/0 (—2.1, + 22 + 2) di = [ I-[j.a, +3.}. 4 2‘1, [}__ 5

(d) f(m~2y) dedy, A={(z,1):0<2<2,0<y<2—-a}
A

La regione A & sia orizzontalmente che verticalmente convessa. Ii quindi possibile risolvere Pintegrale
indifferentemente per orizzontali o per verticali.

Integrando per orizzontali si ottiene

2 2y 22 2—y
/ (z—2y) dedy = / ( / {2 — 2¥) dﬂr) dy = / [— - Zwy] dy =
A i a 0 2 Q

2
. 4

:[ Eyg—ﬁy+2 dy = §y3—3y2+2@; = -
Jo \2 6 o 3

9 s

{e) f:t:ydmrly,A:{(m,y):OSmSl,szyg 142}
A

La regione A & sia orizzontalmente che verticalinente convessa, ma per la forma esplicita di A & pid
conveniente integrare per verticali. Si ha quindi

1 1+4= 1 yg 14z
/ ay dedy = f ( / Ty dy) de = f @ [m] dr =
A o w2 0 2 »2

I 2 1 2% &t 24 a*]" 5
= 2% 0 pa) e = - |-t e S 2| = 2




© [ @vy) dudy, A= {(,9) : 205 <y < 205,
A

La regione A & sia orizzontalmente che verticalmente convessa. B quindi possibile risolverce Pintegrale
indilferentemente per orizzontali o per verticali.
Integrando per orizzontali risulta,

2 ply2t? a? (a2
f (z+y) dedy = f f (w+y)de | dy = [ [— +37.U] dy =
0 {u/2)2 o L2 (y/2)?

: 2/3 4/3 5 4 q,5/3 Q. 7f3 12
_/ ___+1; A NP B ,?/7+3er+§§{“_‘_} _ 3
) 253 1 21/3 5.32 16 5.28/% 7.2 ], 35

/Sm‘j(l'rlJ,A {{e,y):0< e <o, a<y<nh

Sebbene la regione A sia verticalmente e orizzontalmente convessa, non & possibile calcolare esplicita-
mente Vintegrale per verticali, infatdi ta funzione (siny)/y non & integrabile clementarmente rispetto a
v. Integrando per orizzontali si ottienc invece

iny " '
f Y dady = f (/ siny rlz) dy = f siny dy = [~ cosylfj = 2.
A Y 0 o ¥ 0

(h) /(3:+ 29) dady, A= {{z,y):0< 2 <2, min{2?,2} <y < max{z?2}}.
A
L'insieme A pud essere visto come unione dei due insiemi
A ={(zy):0€ 2 < ,a? <y<a), Ag = {(2,3): 1 <2 < 2,0 <y < a?}

la cui intersezione si riduce ad un punto delle relative frontiere. Possiamo quindi decomporre I'integrale
secondo:

/ {z+ 2y} dady = [ (2 + 2y) dedy + / (x+ 2y) de dy
A o Ay

As

dove entrambi gli integrali a secondo membro possono essere risoltl integrando per verticali. Si ha

1 v 1
/ (z+ 2y) dady = f ( ] {2+ 2y) rly) dw = f [y + y%]% do =
Aj il 2 0

1 4 571
; 2, @ x? 13
2 3 4 3
T ® 2 RNde == — — ———] =
]0 (27 ? ! ){‘L [31’ 4 5]0 60

e
2 o 2 Y
/ {4+ 2y} dady = / ( f (= + 2y) n!y) dy = /1 [y + %5 de =
As I3 fiod
2 . 2., ot 2|t
= / (~20% + 2% + ) do = —Cat 4 il ﬁz .
: 3T TS, 60 iN%Z'@m
Quindi \NW ‘Nf}f}ﬂi
) dedy — 5 L 37 1 WWH
[t(.:,+2y) dady = e =2

(D) ]:r:sin}:nzmy}dmdy,A:{(rg,y):{)gmg1,05y§1}.
A

Poiche ) .
. sin(z*—y) se y<z

sinfa? —y| =< ( "2,) y=v

sin(y —z%) se y>x?,
si ha

/ asin j2® —y| dedy = f wsin(2® —y) dzdy + f asin{y — %) dedy
A A1 Ag

dove

A ={(:1:,y):0§.’):§1,0§y§ﬂ:2}, Ay ={(z,5):0<2<1,2* <y <1}




Integrando per verticali otteniamo

1 z? 1 o
] asin (@ —y) dedy = / (f xsin (22 — ) rl'y) d = / a[cos (2:? y)jo de =
Ay 0 0 0

i x? ) i1
= / (&~ wcos (27)) do = [——— - —sm( )] =-—c-sinl
0 2 2

e
1
/ wsin (y — %) da dy —f (/ xsin {y — 22) (},‘y) dx A_/ z[—cos (y — 2?))Ls do =
Az 0
w1 Y1
= /(; (& —zcos(L—a?)) de = [% + §sin(1 ~:r:2)]0 =5 §Silll
Quindi

1 1, r 1. .
/A(w+2y) dx dy ——2-—531111-1--2-“;é;sml—l~sm1.

%) f [sinz —yldedy, A={(z,p): 0 <m0y <1}
A

Polche
. sine—y se y<sinx
|sina: —y| = v Y= 8
y—sinw se y > sina,
si ha,
/ Isinz —yldady = [ (sinz—y)dedy + [ (y—sinz) dedy
A A Az
dove

Ay = {{z,9): 0 < 2r,0 <y < sinz}, Az = {{z,1) 0 g ar sinx <y < 1}

Integrando per verticali otteniamo

' sz T yg sine
f (sine —y) dedy = f / (sinz —y) dy | de = f [y ginx — -—-] dx
A 0 0 i 2]y

1" L 1 1 !
= §]0 sin® @ du = Z./o {1 —cos2z) de= 1 [a;— 58111218]0 = %

e
/ (y — sing) dx dy */ (f (y — sinz) fly) dx = fw{ﬁ —ysinall, , do =
As sin o 2
= /: (%qmz x —ginw + %) de = /Dﬂ (%{1 — ¢os 2z) — sinx + %) da =
= [éa:— 1Sin2:z: -+ cos-z:]fr = g‘.ﬁ'*?. "
i° 7% R WWW.INGONLINEBIZ
Quingi

3
/[sinm—y| d dy =" 4 2=m-2.
Ja 4 4

(1) / w dudy, A= {(x,y):y < 2"+ 2f2+ 3,y 2 —a® —a,y > —a® + 2u}.
A

L'insieme A pud essere visto come Punione dei due insiemi
Ay ={(z,y): 2< e <0,—a? -2 <y < -2+ 2/2+3},

AZ:{(:J:,':):053:52,—3:24—21:5;1;5—3:2+:v/2+3}

aventi in comue solo punti delle relative frontiere. Possiamo quindi decomporre Vintegrale secondo:

f 2 dedy = ] 2* dedy + [ 22 d dy
A Ay As

dove entrambi gli integrali a secondo membro possono essere risolti integrando per verticall.




Si ha

. 0 —_1;24..1:/2—{-3 . {0 3 . 3 . 0
/ 2t dedy = / f w2 dy | dae = f (u:r;d + 3:1:2) e = [—:1:4 + :r:‘i} =2
Ay J—2 —x2-. -2 2 8 _a
P

2 —a®4x /243 2 3 . . 3 ]
] @ dedy = f f a2 dy | do = / (wum“" o+ 3:::2) de = [——:r:4 + :z;‘*] =2
Az 0 —u24-2x [} 2 8 0

Quindi
f 2 dedy =242 =4.
A

2. Sia A la regione di piano racchiusa nel triangoto di vertici A; = (0,0), As = (1,1) e Az = (2,0) e dotata di
densitd unitaria. Caleolare il momento di inerzia di A rispetto al vertice Ay.

Essendo
A={(z,y):y<r<2—y0<y <1}

1 2—y 1 23 2—y
Iy = f (w? + ) de dy = f ( / (22 + %) d:z;) dy = / [w +'yg:1:} dy =
A 0 Y . 1] 3 o

1 1
. 2 4 4
= /0 (mgy‘i + g2 — 4y + 2) dy = {—Eyd + §3;3 — 23}2 + gmy]u =3z

si ha

3. Sia B la regione di piano racchiusa nel triangolo di vertici By = (0,0}, Ba = (},1) e By = (1,0} e dotata di
densitd unitaria. Calcolare il momento di inerzia di B rispetio al vertice Bj.

Risulta
B={(z,y):0<2<1,0<y<t—u}

Poiche la distansa del generico punto (z,y} € B dal vertice By & v/(z — 1}2 + ¢, si ha

o1 o 1—x 1 3 z
Ip, = / ((z — 1) + ) dedy = / (/ ((x—1)% +4%) dy) de = / [y(a: - 1)% + ?f__] dae =
B 0 \Jo 0 3 1o

4 f* : 1 1
:_g‘/o (.’E-—]}Jdﬂ)Z*g[(mu1)4]é$g.

4, Calcolare il baricentro delle regioni di piano dotate di densith unitaria

(a) A= {{z,y):a? <y 1}
Siano Ty e §4 le coordinate del baricentro di A.
Per simmetria risulia 4 = 0.
Tovece

1
g}A=-+-f o 1l dy
M(A) Ja

dove M{A) & ln massa di 4.

Poichs
1 1 1 :[)3 i 4
M(A) = / iz dy =f (f rly) dn = / (1- :1:2) de = [fz, — w} =
A —-1 2 -1 3 -1 3
1 1 1! 4 1 ek
fﬂy da dy = /;1 (sz 'yd-y) de = 5[1{1 — %) dy = 5 [:1, - wgJI =

risulta 7,4 = 3/5.

[ R




(b) B={(z,9}:a®+4* <1, y >0}
Siano Ep e §i; le coordinate del baricentro di B.
Peor simmetria risulta Tp = 0.
Invece

Wp = L f y dz dy
M(B) Jp

dove AM{1) & la massa di B,
Poiche
M(B) = f dody = &
B 2

1 vi-a? 1 gt ) 1 311 D)
y de dy =f f ydy | de = —/ l—ayde = [:I:— ——] ==,
fBJ v=[ \/ yely 2__1( ) 3 7] "3

risulta § == 4/(3w).

5. Ualcolare i seguenti integrali doppi:

s |;"
() | dedy, D={(my):a®+3* <1, y>0}. ONL\N*;’W
D
L'integrale pud essere caleolato utilizzando coordi ‘!\i{?
@ = pcosd 7
{ y = psind g € [0,2m).

Poichi 2% + 1% = p?, la condizione 2% + 4% < 1 diventa 0 < p < 1, mentre y > 0 diventa sinf > 0, ossia
0<d<m.
L'insieme di integrazione nel plano p, & & quindi il rettangolo:

{(p,0): 0<p<1,0<0 <}
Essendo p lo Jacobiano della trasformazione, si ha:

1 T 1 Ty
[ y? dwdy = / ([ pPsin® dﬂ) dp :f P (/ 1= cos2 flﬂ> dp =
Ip Jo \Jo o 0 2

1t 3 1 " a1 T p41 by
= - i 9~~.I 29 f:W 3£ = | = = —,
Qfop{ 2™t :|0(p 2/Opcp 2[4]0 8

(b) / 2yt dedy, D= {(v,y):a*+y* <1, 0<y <l
D

L'integrale puo essere calcolato utilizzandoe coordinate polari:

x=pcosl 3 .
{ = psin #e0,2r).

[

Poiclhé 22 + yz = pz, la condizione =% + y2 < 1divenba 0 < p < I, mentre 0 < y < x diventa
0<sin® < cosf, ossia 0 < 0 < wf4,
I'insieme di integrazione nel piano g, 0 & quindi il rettangolo:

{{(p,0}:0<p< 1,08 <mj4}.

Essendo g lo Jacobiano della trasformazione, s ha;
1 /4 1 g1
2%+ o dady =f / phdo ) dp= E/ prdp =T ['0—] =
/D 0 0 4 Jq 414)|, 18

{c) /;:B2rl:ﬁ(i1, D={(zy):1<2*+4y? <4, y >0}

I’integrale pud essere caleolato utilizzando coordinate polari:




z = peost
{ y = psin 0 € {0,2m).

Poiche 22 + 2 = p?, la condizione 1 < 22 + ¢ < 4 diventa. 1 < p < 2, mentre y > 0 diventa 0 < 0 < .
L'insieme di integrazione nel piano p, @ & quindi il rettangolo:

{(p):1<p<20<o< T}

Essendo p lo Jacobiano della trasformazione, si ha

2 m 2 I
/ a® dady = / (f o cos® 0 dO) dp = f o’ (/ W dﬂ) dp =
4D 41 0 1 0 2

1y 1 i T . T [pt1? 15
== : 0 —8i 20 d = — 3 e = —TT.
o), oo gen] a=F [ =5 (5] =

@ [ pivdy, D={(,p):40>+9% <36, y> 0}
D
Per il calcolo delf’integrale & utile riscrivere la disequazione che definisce D come

4p2 Oy
= 42 <
36 + 36 — L

da cul
a? P
7o

D risulta quindi essere metd di una ellisse di semisssi ¢ = 3 ¢ b = 2. Utiligzando la trasformazione

< 1.

x = 3pcosl

{ y = 2psin 0 & € [0, 2m)
I'insieme di integrazione nel piano p, ¢ diventa il rettangolo:

{(p®):0<p<L0<0sw), 7 -

Essendo 6p lo Jacobiano della trasformazione, si ha

L 1 1
/ y e dy = / (/ 12p% sin 0 n’ﬂ) dp = / 12p%[— cos O)F dp = 24/ o2 dp = 8p3)} = 8,
D 0 \Jo 0 0

6. Sia [ un disco circolare dotato di densitd unitaria, avente centro in ¢ = (r,0) e raggio r. Verificare 1a
relazione Iy = I + 12 A, dove Iy ¢ Ty sono i momenti di inerzia di I rispetto a O e a ' e A & 'area di D.
Risulta

Iy = / (2% +42) duwdy
D

= / (=7 +2)2 + %) dudy
’ WIWWINGONLINE ™17
= / ((z— 7)Y + 2 (e — 1)+ 02 +9°) dady
D

/ (&~ ) + 9% dedy ++* / dody + 2?‘/ {&—¢) dudy
D JD D

To+v2A+2 / (@ 7) dudy
D

= [,4+rA4
potche per simmetria risulta
/ (2 —r)dady=0.
D




7. Calcolare il momento di inerzia rispelio all’origine deghi assi della lamina piana di densitd unitaria 7 =
{(z,9): 2%+ €£9,2% + 4% — 22 > 0}
Poiche Pinsieme ' & invariante rispetto alla simmetria per l'origine e la funzione f(z,4) = =% + 3 & pari
rispetto a tale simmetria risulta

Iy = f (@* +y?) dudy =2 f (2” +4°) dudy
c o

dove
C'={{wy) et +7 <928 +1* - 22 20,y > 0}.

Llintegrale pud ora essere calcolato utilizzando coordinate polari:

@& ZPCOSO
{ 1y = psind 9 € [0,2n).

L’insieme di integrazione nel piano p, ¢ & quindi il seguente:
{7, 120080 < p<30<0<a/2 {{p):0<p <3 w/2<0<r).

Issendo p lo Jacobiano della trasformazione, si ha

3

/2 3 ) " 3 wf2 4 ™ 4713
ALy [ Loy T e f] #)-
2eos @ wf2 0 ] 4 2oy /2 4 0
'rr/?. w2
( (w — 4 cos’ 0) dé -+ 81] dO) :2(/ (ﬁ 2co520 — 10(}5491) do + 81)

]'n/2 81

5

Il
i

— 5in 28 — —1— sin 40

3 + —7 = 30m.

a 4

f/\fc%‘é}wmfﬁt By

8. Calcolare i seguenti integrali impropri;

(a) f (@ + 1) " dady, D={(z,9): 1< 22+ ).
D

Sia
Dp={(z,y):1<2®+y* <R}, (R>1)

allora
[ (22 + 92 de dy = lim f (22 + 37} da dy.
s R—+toe Pr

Utilizzando coordinate polari st ha

4 L bid
(2% +97) " da dy = / (/ p et dﬂ) dp = 2r / pretl dn
Dp 1 [¢] J1

[ ey e
B 2 tog R se a=1
Pertanto _L(R_:zma -1) se a#l
/ (#? 19y % de dy = lim 1-a l
=t onlog R se a=1

e quindi Pintegrale diverge positivamente se o < 1, valew/{a — 1) se o > 1.

() /D(—m,l—“_’*-%’mdmy,z)={(u:,y):4s:»2+y2,mzo,yzo};
Sia
Da={zy):4<2a®+9* <RL2>0,y20}, (R>2)

allora

_my Y
da dy = 1im BTy dx y,
/;D (14 ) v R-too iy (‘1 +y4) ey




(c)

(d)

Utilizzando coordinate polari si ha

; " B pmj2 -
/ Y edy = f / 1_‘“‘_1235"3??“ do ) dp =
(@t +y*) 2 \Jo p(costd 4 sin® 0)

#2 ginfcosd iy -
- T ) Zdp | == Z(log R — log 2).
([0 (cost 0 -+ sin' 0) )( /2 o 7o og 2}

xy T
— e dx dy = — lim {log R —log2) = .
-/I) ((E4 +y4) 4 R—r+oo( g & ) A

Quindi 'integrale diverge positivamente.

Pertanto

____r_ dedy, D={z,y): 2> +y* > 1,2 > 0,y > 0}.
p (@ +y )
Sia
Dr={(za):1<a’+3* < R%, 2> 0,y > 0}, (R>1)
allora

S — dx o li . e o
s dr dy = lim dex dy.
p (2% + )2 Y= Rteo pp (22 +9%)2 Y

Utilizzando coordinate polati si ha

. R 7/2 R p
P /7 YIS / f —cogldd | dp = / sindh° dp =
LR (w4 y%)2 h\h 7 = pz[ o™ dp

[ =[] W
L=, i memmummz

Pertanto

€ . i
. W d dy = REI—E(XJ (1 - }—2) =1

f-(?m:—rm-—jd“cd?,l) o) 122+ 2 < 1,0< y < x}
n

Sia
Di={(z,y): <a®+y" <1,0<y<a}l, (e>0)

allora

ey = lim / —— d dy.
ot A S @
Utilizzando coordinate polari si ha

i /4 1 \/ﬁ i \/5
S, ) f f cosf do | d x/ qmo"/"dpz:m/ dp=“2(1-¢).
g de = e(n )” ol 3 ), =g

Pertanio

2%

. V2
A)W die iy = —5“651{1)1 (1—¢=

f (;.,2_;—3,2)2 dedy, D= {{z,y) 2*+y* < 1, —w <y <0}
D i
Sia
De={(z,y): < +9* <L, —x <y <0}, (> 0)
allora

Yo dedy = li z
e

Utilizzando coordinate polari si ha

x S A A i o
m—"ml—_——d:rrl?:/ / —cosfdf | d :/ —[sind)? _,, dp =
\/f‘)e ($2+y2)2 / € —1r/4p2 P € p2{ ] / ’
Aﬁfid VR[N _VRlL
R R N Y B R S

® \/§ 1
LW di d?j-— -"2-‘"6}_1-*1(1]1 ( — 1) = 400,

uindi Pintegrale diverge positivamente,
I

Pertanto




