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Introduzione

Nell'ambito della cosiddetta " “teoria classica,” sono disponibili numerose tecniche di analisi e di sintesi
del sistemi asserviti. In tale ambito la trasformazione di Laplace viene utilizzata per tradurre le equazioni
differenziali del sistema (lineari ed a coefficienti costanti) in equazioni algebriche nellavariabile

complessas = cx + ji.

Tali equazioni algebriche consentono la determinazione del legame ingresso-uscita che si materializza
nella Funzione di Trasferimento G(s). La G(s) diventa quindi la rappresentazione analitica del sistema
che puo essere analizzato e dimensionato studiando il comportamento della stessain funzione della
variabile complessas.

Tali tecniche prendono il nome di tecniche “"nel dominio della frequenza' e comprendono principal mente
le tecniche di Bode, di Nyquist e del luogo delle radici.

Il limite di tali metodologie consiste essenzialmente nellaloro esclusiva applicabilitaai sistemi lineari e
stazionari. Il loro impiego nello studio dei sistemi apiuingress e piu uscite (MIMO), risulta spesso
laborioso.

L e tecniche nel dominio della frequenza costituiscono comungue un potente ed organico strumento di
analisi edi sintesi per i sistemi lineari e stazionari ad un ingresso ed una uscita (SISO).

Lo studio dei sistemi MIMO, lineari e stazionari, dei sistemi lineari e non stazionari (rappresentati da
equazioni differenziali a coefficienti dipendenti dal tempo) e del sistemi non lineari, richiede |'utilizzo di
metodologie diverse e piu generali. Tali tecniche prendono il nome di tecniche “"nel dominio del tempo”
e costituiscono la cosiddetta teoria moder na dei sistemi asserviti. Una sommaria collocazione
storico-temporale delle due metodol ogie puo essere cosi indicata: |e tecniche nel dominio delle frequenza
Sl sono sviluppate organicamente nell'arco di tempo circa compreso trail 1940 ed il 1960 principa mente
sotto I'influsso della Seconda Guerra Mondiale (sistemi di puntamento, sistemi radar, etc.), le tecniche

nel dominio del tempo si sono sviluppate a partire circadal 1960 anche sotto lo stimolo dellaricerca
Spaziale.
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Concetto di variabili di stato e di spazio di
stato

Schematicamente un sistema puod essere rappresentato dallo schema funzionale o a blocchi:

EISTEMA
Ingrasel usclite
—= -
_ = -
—_——— i

Figure 1.1: Rappresentazione ingresso/uscita di un sistema dinamico.
Le variabili che caratterizzano 0 sono associate al sistema si possono classificarein:
1. Variabili d'ingresso o eccitazione: ﬁ,‘(ﬁ) che rappresentano gli stimoli generati da atri sistemi e che

influenzano il sistema considerato, oppure quelle grandezze sulle quali possiamo agire per fare assumere ale
uscite I'andamento vol uto;

2. Variabili di uscita: t J'I:ﬁ:l che descrivono quegli aspetti del comportamento del sistema che interessano
I'investigatore e che devono evolvere nel modo desiderato;

3. Variabili di stato: %3 Iiﬁ:] che caratterizzano il comportamento dinamico del sistema.

Siano m, n e p rispettivamente il numero degli ingressi, degli stati e delle uscite. Gli insiemi delle variabili di
Ingresso, di stato e di uscita possono essere rappresentati dai vettori:

[ E'1 | _I1_ _'E]_
{9 La (P!
1= | &3 |; X=| 13 |; u=| us |. (1.1)
|t | B | Up

Tali vettori prendono rispettivamente il nome di: vettore d'ingresso, vettore di stato e vettore d'uscita. Le n variabili
di stato possono essere considerate come le coordinate di uno spazio ad n dimensioni che prende il nome di spazio
degli stati o di stato.

Le iy (ﬁ) costituiscono quindi le coordinate di un punto P nello spazio degli stati rappresentativo dello stato del

sistemaal'istantet. Al variaredi t il punto descrive nello spazio di stato unatraiettoria che prende il nome di
traiettoria del sistema.
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Da quanto sopra esposto il concetto di variabili di stato o di stato di un sistema dinamico necessita di un opportuno
approfondimento in quanto e di fondamentale importanza nella teoria moderna dei sistemi asserviti.

Tale concetto puo essere mutuato dalla fisica tenendo conto che alla base della dinamica Newtoniana stala
premessa che |'evoluzione futura di un processo dinamico € interamente determinata dalla conoscenza dello stato
presente.

Si consideri, per esempio, un pallone calciato nell'aria. Intuitivamente si avverte che se ne conosciamo la sua
posizione e lasuavelocitain un certo t, , conosciamo anche il suo comportamento futuro (la sua traiettoria per

t == tpequindi dove cadrd). | vettori X (t.:.:l ev I:ﬁr;;.) rappresentano esattamente le condizioni iniziali necessarie

per la soluzione dell'equazione differenziale che ne governail moto.

Si puo oraintrodurre una primadefinizione di stato di un sistema dinamico:

Definizione 1 lo stato di un sistema dinamico & un insieme di grandezze la
cui conoscenzain un certo istante (in assenzadi eccitazioniesterne)consente
di determinare completamente I'evoluzione futura del sistema.

Una definizione piu rigorosa puo essere:

Definizione 2 lo stato di un sistema dinamico, in ogni istante ¢g, & il min-
imo insieme di valorl zy(tg), %a(tg), -+ oa(tg), la cul conoscenza, assieme
a quella degli ingressl, per ¢ > tg, & sufficiente per la determinazione del
comportamento del sistema per tuttii valoridi t > ig.

Ladifficolta nascostain tali definizioni consiste nel fatto che I'insieme delle grandezze che definiscono lo stato di
un sistemanon € unico. In molti casi |a scelta delle grandezze (variabili di stato) necessarie per la definizione dello
stato del sistemarisulta ovvia, ma possono presentarsi casi in cui la scelta non é affatto immediata.

Ad ulteriore chiarimento si consideri I'equazione differenziale del 2" ordine:

dzz dj:
dtﬂ i +be = f(2)

L a soluzione puo essere ottenuta come sommadegli integrali dell'equazione omogenea e dell'equazione completa.
In ogni caso la soluzione non sara completamente determinata senza la conoscenza dei valori delle condizioni

iniziali () e[j—f] T
]

Naturalmente, essendo t , completamente arbitrario, risulta che la conoscenza di x e d| Zin tempi successivi,

assieme alla conoscenza di f(t) negli stessi tempi, consente di conoscere esattamente |'evol uzione dinamica del
sistema. Nell'esempio precedente il vettore

X

dz
i1
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puo essere definito come |o stato del sistema.

In generale un sistema di ordine n (rappresentato da una equazione differenziale di ordine n, per la cui soluzione &
necessaria la conoscenza di n condizioni iniziali) e descritto daun insieme di n variabili di stato. Nell'esempio
precedente risulta n=2.

2

In un sistemadel terzo ordine (n=3) la conoscenza di X, :;—“j e'i,T—f e sufficiente per definireil vettore degli stati.

Lateoriamodernadei sistemi asserviti dipende quasi completamente dalla rappresentazione di un sistema
dinamico di ordine n attraverso n equazioni differenziali di primo ordine.

Verramostrato in seguito come tal e rappresentazione non sia unica e come esistano infinite possibilita di scelta
delle variabili di stato.

Fortunatamente solo alcune di queste possibilita, in particolare quelle che presentano un legame con lareadtafisica
del sistema, sono usate con maggiore frequenza.
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Rappresentazione deil sistemi nello spazio
di stato

Un sistema di ordine n, non linear e e non stazionario, puo essere rappresentato nel seguente modo:

() = £(x(1),i(t),t); (1.2)
u(t) = g(x(),i(t), ). (1.3)

« Lenequazioni differenziali del primo ordine (1.2) prendono il nome di equazioni di stato.

« Lepequazioni differenziali del primo ordine (1.3) prendono il nome di equazioni di uscita.
Un sistema non linear e e stazionario puo essere rappresentato con le seguenti equazioni:

(1) = £(x(2),1(1));
u(?) = g(x(t),1(t))

(1) = A()x(t) + B(1i(t);
i(t) = C()x(t)+ D(2)i(t).

Infine un sistema linear e e stazionario avra una rappresentazione del tipo
(1) = Ax() + Bi(t); (1.4)
i(t) = Ox(¢) + Di(t), (1.5)
in cui

A £ R"*" elamatrice dei coefficienti o del sistema:
BcR" *™ & lamatrice di comando, di controllo, d'ingresso o di distribuzione degli ingressi;
C - IRF*" elamatrice di uscitao di distribuzione delle uscite;

D c R**™¢lamatriced trasmissione, ingresso-uscita o del legame algebrico ingresso-uscita
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Rappresentazione dei sistemi nello spazio di stato

Si noti che per i sistemi lineari e stazionari le matrici coinvolte nella descrizione del sistema non dipendono
dal tempo.

| sistemi stazionari per i quali s abbiai(ﬁ) =0 prendono il nome di sistemi autonomi.

La presenza del termineDi(ﬁ) nella (1.5) indical'esistenzadi eventuali collegamenti diretti traingressi ed

uscite. Poiché tale possibilita &€ molto rara nei sistemi di controllo (sistemi puramente dinamici) dove, in
generale e richiesta, nel passaggio dall'ingresso all'uscita un‘amplificazione di potenza, si pud assumere che
larappresentazione di un sistemalinear e e stazionario di ordine n sia data da:

i(t) = Ax(t) + Bi(t); (1.6)

i(t) = Cx(t). (1.7)

L e precedenti equazioni, in forma estesa, diventano:

Ty = @1101 + Q1283 + + -+ @1nTn + D111 + biate + - 4 Dipatgng
d31L1 + dgaXg + -+ Gandn + bart1 + bagte + - F Dot

-
I

(1.8)

In = dn1iy + g9 _|' e ‘|' dynin + E:'nlEl + E:'nEEE + " _|' E:'nmﬁm;

= 01171 +C19%y + 0+ C1nTn,
o = Ca1T1 + Coalg + +++ + Condn,

T
—t
|

(1.9)
ﬂp = Cp1d1 + Cpa iy + - Conding

Le equazioni (1.6) e (1.7) e quelle seguenti rappresentano quindi, nello spazio di stato un sistemalinearee
stazionario di ordine n apiuingress (m) e piu uscite (p).

Lo studio di un tale sistema con I'uso delle funzioni di trasferimento (teoria classica) avrebbe preso |le mosse
da una rappresentazione avente laforma:

u(s) = G(s)is) (1.10)

in cui G(s) eunamatriceil cui e emento generico G J j( 5) rappresenta lafunzione di trasferimento trail

j-esimo ingresso e lai-esima uscita, Cioe:
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Rappresentazione dei sistemi nello spazio di stato

L a schematizzazione a blocchi di un sistema a due ingressi e due uscite é riportato in figura 1.2:

iy U

G, & !
. Gy

cn |

i ‘ u

s "y Z
- i Gii 'G/ "
i u

— ([

Figure 1.2: Rappresentazione classicadi un sistemaadue ingressi e due uscite.

Si noti che le frecce larghe indicano la presenza di grandezze espresse da vettori. Anche le (1.6) e (1.7)
pOSSONO essere rappresentate con uno schema a blocchi comein figura 1.3:
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1

—-B)—p(-ltnl c)—“»
A

Figure 1.3: Schemaablocchi di un sistemaapiu ingressi e piu uscite nello spazio di stato.

Nel caso di un sistemaad un ingresso ed una uscita (Sl SO) le equazioni (1.6) e (1.7) diventano:

X = Ax+ by (1.11)
u = Cx (1.12)
ed in forma esplicita
El @y ay o oag, || P10 [ b ]
S A | Il el R AT
| Iy | dp1 iy Unn j‘:n _E:';ql_
oy ]
U= [ c11 Crg - ':ln] I:E (1.14)
S

L o stesso sistema sara rappresentato, nel dominio delle frequenze, dalla sua funzione di trasferimento

G(s) = % (1.15)

Gli schemi ablocchi delle due rappresentazioni sono raffigurati nella figura 1.4.
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Rappresentazione dei sistemi nello spazio di stato

i n
— - (He) | —p-

1 x E u
I I

A

Figure 1.4: Schemaablocchi di un sistemaad un ingresso ed un uscita (SISO). Rappresentazione classica
con F.d.T. (in alto) e rappresentazione nello spazio degli stati (in basso).

Leequazioni (1.11), (1.12) e (1.15) rappresentano rispettivamente nel dominio del tempo e nel dominio
delle frequenze il sistema controllato che dovra evolvere, per effetto di un opportuno ingresso, nel modo
desiderato.

Nellateoria classicala G(s), come sopraindicato, rappresenta quindi laF.d.T. dell'anello aperto non
compensato. || sistema asservito sara ottenuto retroazionando I'uscita, confrontandola con il segnale di
riferimento e comandando il sistema controllato con I'uscita del regolatore. Nellafigura 1.5 sono riportati gli
schemi ablocchi di un sistema asservito nella schematizzazione classica (in ato) e nella schematizzazione
moderna (in basso).

Feprlators Alstama Cmorellvis

— Gie)  ———m (la) -

Sateme Cooirollato

———— P Bepolatare » B - - 31 —p—| [ L
E

Figure 1.5: Sistema asservito. Schematizzazione classica e schematizzazione moderna.
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Rappresentazione dei sistemi nello spazio di stato

Come s puo notare, nella schematizzazione moderna, il segnale di comando (legge di comando) € generato
dal Regolatore utilizzando il segnale di riferimento e lo stato (o0 una stima di esso, come sara mostrato piu
avanti) del sistema controllato.

Daquanto s évisto si puo gia concludere che la differenza piu ovviatra rappresentazione classica e
moderna di un sistema, consiste nel fatto che nella prima non appare o stato del sistema essendo incentrato
esclusivamente sulla relazione ingresso-uscita. La rappresentazione nello spazio di stato fornisce invece
anche una descrizione del comportamento interno del sistema considerato.

In particolare la conoscenza dello stato di un sistema fornisce informazioni sulla distribuzione dell'energia
al'interno del sistema. Molto spesso infatti la sceltadelle variabili di stato cade sulla posizione (energia
potenziale) e sulla velocita (energia cinetica) per i sistemi meccanici 0 su grandezze legate alle potenze
elettrica e magnetica per i sistemi elettrici.

A questo punto si pongono due quesiti:

1. Sotto quali condizioni larappresentazione classica e moderna equivalgono? Ovverossia: quando la
F.d.T. rappresenta adeguatamente un sistema?

2. Seledue rappresentazioni sono equivalenti, quali sono lerelazioni che le legano?

In particolare il nostro interesse e rivolto alla determinazione della rappresentazione di un sistemanello
spazio di stato nota la sua rappresentazione attraverso laF.d.T. Si vedra che, quando |e due rappresentazioni
sono equivalenti, esistono infiniti insiemi di variabili di stato che descrivono un sistemadi cui sianotala
F.d.T., mentre tutte le rappresentazioni nello spazio di stato di uno stesso sistema sono convertibili in
un'unicaF.d.T.

Per quanto riguarda il primo quesito, relativo all'equivalenza delle due rappresentazioni, € necessario
introdurre e definire due nuovi concetti noti come controllabilita ed osservabilita. Tali concetti verranno
illustrati nel paragrafo seguente, mentre al secondo quesito sara data risposta successivamente.
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Osservabilita e controllabilita
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Osservabilita e controllabilita

| concetti di osservabilita e controllabilita possono essere definiti ed analizzati solo nell'ambito della
rappresentazione di un sistemanello spazio di stato. Tali concetti furono introdotti da Kalman nel 1960 e sono
essenziali per verificare lavalidita della rappresentazione di un sistema dinamico attraverso laF.d.T.

Il concetto di controllabilita puo essere cosi enunciato:

Nota 1 Un sistema e detto controllabile se, applicando un ingresso oppor-
tuno i(t), il suo stato iniziale x(0) pud essere trasferitoin un qualsiasi stato
finale x(¢;) in un tempo finito t; > 0,

Come appare chiaramente la controllabilita implica che ogni variabile di stato siainfluenzabile daalmeno un
componente dell'ingresso.

Il concetto di osservabilita pud essere cosi enunciato:

Nota 2 Un sistema & detto osservabile se ogni stato £{0) puo essere esat-
tamente determinato dalla misurazione dell'uscita (e dalla conoscenza del-
I'ingresso) in un intervallo di tempo finito 0 < ¢ < ;.

L'osservabilita misurain qualche modo il grado di visibilita dello stato dall'uscita

Kalman defini I'osservabilita avvalendosi del concetto di sistema duale. Il duale del sistema descritto dalle
equazioni (1.6) e (1.7) e dato da:

x=AVx 4+ CH

u=DB"x
considerando il tempo che scorre all'indietro. Kalman dimostro che studiare I'osservabilita del sistema (1.6), (1.7)
corrisponde allo studio della controllabilita del sistema duale sopra definito.

Molto spesso la controllabilita di un sistema puo essere determinata esaminando la sua rappresentazione nello
spazio di stato o il relativo schema a blocchi. Se esistono stati disacoppiati dall'ingresso il sistema risulta non
controllabile e se esistono degli stati discoppiati dall'uscitail sistema e non osservabile. L'esistenza di condizioni di
non osservabilita e non controllabilita conduce al concetto di ripartire I'intero sistema in quattro sottosistemi:

1. Un sottosistema.5 . , (controllabile ed osservabile);
2. Un sottosistema.. =1 (controllabile e non osservabile);

3. Un sottosistema.> = (Non controllabile ed osservabile);
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Osservabilita e controllabilita

4. Un sottosistema.> nr (NON controllabile e non osservabile).

Gilbert (1963) mostro che tale ripartizione puo sempre essere effettuata tramite un'opportuna scelta delle variabili
di stato. I concetto di ripartizione € mostrato graficamente nellafigura 1.6.

Sistema

SD[‘L

Figure 1.6: Ripartizione di un sistema dinamico in sottosistemi controllabile ed osservabile (co), controllabile e
non osservabile (cn), non controllabile e osservabile (no), non controllabile e non osservabile (nn).

Dall'esame dellafigura 1.6 risultaevidente che laF.d.T. G( S) , essendo l.lf: 5) = G[: Sﬁ( 5) , rappresenta
solo la porzione controllabile ed osservabile dell'intero sistema. Concludendo quindi si puo affermare che:

Nota 3 la F.d.T. costitulsceun’adeguata rappresentazionedel sistema solo
se egso e controllabileed osservabile. La condizione quindi di equivalenza tra
le due rappresentazioni, classica e moderna, dipende dalla controllabilitaed

osservabllitadel sistema.
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Osservabilita e controllabilita

Esempio 1 Per illustrareil concetto di ripartizione sopra esposto conside-
riamo la seguente rappresentazionedi un sistema:

i
Il
1
I
<Pl
2
v
_|_
Lt T S

v=|10 2]|x
La relazloneingresso-uscitadi questo sistema, cloe lasua F.d.T. risultaessere:

1
s+ 1

ﬂﬂ:G@%ﬂXﬂ—Af%:

w1 vede dunque che pur essendo il sistema del 3° ordine la sua funzione di
trasterimentorappresentasolo il sottosistemacontrollabileed osservabile che
e del 1° ordine.

Laverificadella controllabilita ed osservabilita attraverso |'osservazione del sistemaripartito in sottosistemi puo
essere eseguita rappresentando il sistemain un metodo particolare ed unico che prende il nome di rappresentazione
di Jordan, modale o diagonale. Ricondurre un sistema a tale particolare rappresentazione non sempre costituisce
un facile compito.

| teoremi seguenti forniscono un modo diretto di verifica della controllabilita ed osservabilita prescindendo dal
particolare tipo di rappresentazione nello spazio di stato utilizzata.
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Osservabilita e controllabilita

Teorema 1 [ sisierne a plll ingressi e pin uscite di ordine n

x(t) = Ax(t)+ Bi(t)
u(t) = Cx(t)

risudia

1. controllabie se e solo se la matrice di controllabiliia i dimensione

Yo W N
| b |Ab | A% |- |AT D | (1.16)

resulia avere rango noe cioe risudia essere di pieno rango rigd
2. Osservabile se e solo se la mairice di dimensione n ¥ np
| CT | ATCT | ATICT | ... | AT-B | (1.17)

resuiia avere rango 1.

Nel caso di un sistemadi ordine n ad un ingresso ed una uscita, la controllabilita e I'osservabilita possono essere
determinate utilizzando il seguente teorema:
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Osservabilita e controllabilita

Teorema 2 [l sisterna ad un ingresso ed una uscita di ordine n:
X =Ax+ b

w=0Cx

Fisudta

conirollabile se e solo se la matrice di dimensionen ¥ n

| b|Ab| A% | [A"1D | (1.18)

1.

risulia essere non singolare cioe o suo deferminanie ¢ diverso da zero.

2, Osservabile se e solo se lg mairice di dimensione n ¥ n

| C7 | ATCT | ATICT | .| AT -DCT | (1.19)

risuiia essere non stngolare.
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Osservabilita e controllabilita
Esempio 2 Applichiamo il Teorema 2 al sistema ad un ingresso ed una
uscitadell’Esemplo 1 di cul gla conosclamo le condizioni di controllabilitaed
ogservabilita.
Per tale sistema si1 has:

~1
Ab=| -3 e A'b =
0

L

La matrice 1.18, nel cago in esame, ha dimensione 3 x 3, ed ¢

1 -1 1
[ b|Ab[AS |=]1 -3 9 (1.20)
00 0

Tale matrice & singolare (avendo una riga nulla) ed e di rango 2. Il sistema
risulta quindi non controllabile. Per verificare ['osservabilita 1 calcoli la
matrice 1.19 che assume la formas:

-1

| C|ATC | ATIC | = (1.21)

Py —1 =
1
1

Anche questa matricerisultaesseresingolaree di rango 2. Il sistema e quindi

non osgervabile.

Dall'esempio 1.8 si puo notare che le ““direzioni" controllabili nello spazio dello stato sono 2 e che le direzioni non
osservabili nello spazio degli stati sono 3-2=1.

Dai risultati sopra ottenuti si osserva che le matrici 1.20 e 1.21 hanno entrambe rango 2. Risulta quindi evidente
che esiste uno stretto legame trale direzioni controllabili, quelle non osservabili ed il rango delle matrici 1.16
el18.

Dopo aver determinato le condizioni per cui un sistema e controllabile ed osservabile bisogna notare che molti dei
sistemi fisici risultano controllabili ed osservabili. Lo studio dei sistemi non controllabili €/o non osservabili
presenta alcune difficolta ed esula dalla presente trattazione.

Avendo esaurito I'argomento relativo all'equivalenzatrale due rappresentazioni di un sistema dinamico, nel seguito
verranno individuate le relazioni esistenti trale due rappresentazioni stesse.

Matlab 1 La proprieta di controllabilita per un sistema dinamico (A, B)

ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ k- e ATATT AT - 1 e — A
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Osservabilita e controllabilita
}_JL.lU CooCclo vweollllAabd LI IVESY L sy LS I A O A S N B e YR R

> ctrb( A, B)

che genera la matrice (1.16). A sua volta I'osservabilita puo essere studiata
con l'istruzione

> obsv(A, C)

che restituisce la matrice (1.17).
Con riferimento all’esempio 2, 81 ricorda che le matrici A, B e C posgsono
esgere caricate in memorla con le seguentl 1struzloni:

s> A=[-1,0 0;0, -3, 0;0,0 —5:8B=[1; 1; 0;C =1, 0, 2;

e che il rango di una generica matrice M puo essere ottenuto semplicemente
con 'istruzione

> rank{IvVI).
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Osservabilita e controllabilita

Tn tutti 1 richlami alle funsionl Matlab di questl appunti, sl fa riferimento anche al
toolbox Control di Matlab.

next | [ up previous

Next: Dalla rappresentazione nello spazio Up: Introduzione al metodo dello Previous: Rappresentazione dei
sistemi nello

Domenico Prattichizzo
Mon Jun 23 00: 24:55 MET DST 1997
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Dalla rappresentazione nello spazio di stato alla funzione di trasferimento

next | | up previous

Next: DallaF.d.T. allarappresentazione Up: Introduzione al metodo dello Previous. Osservabilita e controllabilita

Dalla rappresentazione nello spazio di stato alla
funzione di trasferimento

Consideriamo orail problema della determinazione dellaF.d.T. di un sistema lineare e stazionario di cui si conosca la
rappresentazione nello spazio di stato avente laformaormai nota 1.6, 1.7:

{:Q:(r:): Ax(t)+ Bift);
u(t) = Cx(t).

Trasformiamo secondo Laplace le due equazioni assumendo nulle le condizioni iniziali del sistemadi equazioni
differenziali: X(0) = 0.

sx(s) = Ax(s)+ Bi(s) (1.22)
u(s) =Cx(s) (1.23)
La1.22 pud essere messa nella forma
(s — A)x(s) = Bi(s) (1.24)
in cui I &1amatriceidentica.
Premoltiplicando entrambi i membri della1.24 per { sI — A )™ ottiene

x(s)= (s - A)7'Bi(s).
Sostituendo questo risultato nella 1.23 si ottiene
u(s) = C(sI — A)7'Bif(s) (1.25)
Confrontando la1.25 con la 1.10 e cioé&:

u(s) = G{s)i(s)

S ottiene

G{s)=C(sI - A)"'B (1.26)
Nel caso di sistema ad un ingresso ed una uscitasi ha

G(s) = C(sI — A)~'b (1.27)
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Dalla rappresentazione nello spazio di stato alla funzione di trasferimento

Lamatrice(SI — ﬁ)_lécomunementechiamatamatricerisolventeed e designata col simbolo"i‘(S);

$(s) = (sI - AY? (1.28)
Le 1.26 e 1.27 possono quindi essere formalmente indicate con le seguenti espressioni:
G(s)= C®(s)B (1.29)
e
G(s) = C&(s)b (1.30)

Esempio 3 Consideriamo il sistema ad un ingresso ed un’uscita rappresen-
tato dall’equazione:

i=| Y 2 0xg D]s
-3 -4 1
u:[l D]x.

In questo caso la matrice (sI — A) risulta

(sI - A)=

g —2
3 s+ 4
e la sua inversa:

s+ 4 2]

L adj(sl - A) [ -3 s
()= (s - A) 1= 2 _
(S) (5 ) det(sI—A) st + 4546

dove con adj(M) si e indicatala matrice aggiunta della generica matrice M.
La funzione di trasterimento del sistema e quindi

ISHIHE
Gis) = Ch{s1h = _ _
(2) (2) st +4s5 46 st +4s5 46

Dall'esempio precedente emerge che il polinomio a denominatore del IaG[: 5) , ameno di cancellazioni con il

numeratore, € uguale a determinante della matri ce( s - A ) . Ne consegue chei poli dellaF.d.T. G(s) sono sempre un

sottoinsieme degli autovalori della matrice dinami caA . Sinoti che seladescrizione nello spazio dello stato del sistema é
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Dalla rappresentazione nello spazio di stato alla funzione di trasferimento

controllabile ed osservabile (formaminima), allorai poli dellaF.d.T. coicidono esattamente con gli autovalori della
matrice dinamica A .

Esempio 4 La figura 1.7 mostra lo schema a blocchi del sistema dell’esem-
plo 3 con 1 passaggl successivi di riduzione che conducono alla funzione di
trasterimento: La disponibilita di un software opportuno, tipo MATLAB,

. + + T X 1
i 1 : I
e P = -

1 [
’Q ol a(s+4) >

el ¢

1 u

s (s + 4)

-

Figure 1.1: Riduzione dello schema a blocchi,

rende ovviamente il complito molto piu agevole. Quanto visto nel precedenti
esempl 3 e 4 puo essere risolto con MATLAB usando le seguenti istruzloni:

- A M~ o = aAl. fT~_4141. M1 ~1. ™ ~ a -1 __ewa 0 A 3 s It
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Dalla rappresentazione nello spazio di stato alla funzione di trasferimento

s A= Uy Ay =0, —2), 0 = |1, = |L,U] & = Uy, del] = SS.-:.'E"[[_\H,D,L,-,L»")J

ottenendo:
num = [0 0 2]den = [1 4 6]
La G(s) sara quindi:
2
st L4546

Il problema inverso (rispetto a quanto sopra mostrato) della rappresentazione nello spazio di stato di un sistemadi cui sia
notala F.d.T. puo presentare piu difficolta dato I'infinito numero delle possibile scelte.

E' da sottolineare che, avendo assunto che il sistema sia controllabile ed osservabile, € sempre possibile verificare la
validita della rappresentazione nello spazio di stato adottata controllando che laF.d.T. relativa a tale rappresentazione
corrisponda aquelladi partenza.

next | | up previous

Next: DallaF.d.T. alarappresentazione Up: Introduzione a metodo dello Previous: Osservabilita e controllabilita

Domenico Prattichizzo
Mon Jun 23 00:24:55 MET DST 1997
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Dalla F.d.T. alla rappresentazione nello spazio di stato. Rappresentazioni canoniche

next | [ up previous

Next: Trasformazione di stato Up: Introduzione a metodo dello Previous: Dalla rappresentazione nello spazio

Dalla F.d.T. alla rappresentazione nello spazio di stato.
Rappresentazioni canoniche

Dato un sistema, la sceltadelle variabili di stato, come giasi € evidenziato in precedenza e come meglio sara mostrato nel seguito, non € unica.
L o stesso sistema pud avere quindi infinite rappresentazioni ed essere caratterizzato da un infinito numero di matrici A, B, C, D.

Nel seguito potra essere usata anche la notazione compatta

A B
C D
per indicare un sistema So lasuaF.d.T.
A B

Tale proprieta pud essere usata per porre le equazioni di stato e quindi le matrici del sistemain forme particolari che possono facilitare lo studio
del sistema stesso. Tali forme o realizzazioni prendono il nome di forme canoniche. Per maggiore semplicita di esposizione si inziera con un
esempio.

Esempio 5 Si consideriuna F.d.T.

5+ 3 _u(s)
P Gsa 20 i(s)

G(s) =

51 puo porre:
ul5)z18) s+ 3
15710 8) 58 4 954 20

e scomporre la F.d.T. in due parti:

(a) E:‘EE? = 52+91J+2|:|;
(b) ;1;5] =5+ 3.

Dalle precedenti, passando al dominio del tempo {antitrastormando)si
ottiene che

(al) #1(t) —|—.95‘:1(t) + 20z4(t) = u(t);
(b1) w(t) = £1(t) + 3z1(2).

Assumendo come variabili di stato: zy ed £y = £ dalla (al) si ottengono le
equazioni di stato:

J L1 = Fy
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Dalla F.d.T. alla rappresentazione nello spazio di stato. Rappresentazioni canoniche

l J”..?g = —2':'3.?1 — 95‘:2—|—E‘

e dalla (bl le equazioni di uscita
% = 3% + T3.
Le matrici della rappresentazionenello spazio di stato risultano quindi

o 1] 0

A=1 95 _g |’ BE

C=[3 1].

Nulla vieta di cambiare la scelta delle variabili di stato:

Jﬂ::[:j::[
La = 1y

(scambiare cioé £y con zy rispettoalla precedente rappresentazione].

Nell'esempio precedente si sono ottenute dalla stessa funzione di trasferimento due rappresentazioni di cui la seconda e in unadelle forme
canoniche.

Leforme o realizzazioni canoniche che si incontrano pit comunenmente sono:
« Redlizzazione Canonica del Regolatore (o compagna superiore);
« Realizzazione Canonica dell'osservatore (0 compagna sinistra);
« Redlizzazione Modale o Diagonale o di Jordan.

Vediamo ora come si ottengono e che struttura hanno le forme canoniche sopra elencate.

Per questo scopo immaginiamo di avere una genericafunzione di trasferimento G(s) nella seguente forma (rapporto di polinomi):

In guesto caso si otterrebberole seguenti equazioni di stato:

ol —9% — 2 — 19+t
J;:E:Jﬂ:l

e la seguente equazione di uscita:
% =11+ 35,.
Le nuove matrici della rappresentazione risultano quindi

-9 -2 ; b]Z } 01:[13]

Ar= 1 g [ 0

51 & ottenuta, in questo modo, una rappresentazione (o realizzazione)
canonica: larealizzazionecanonicadel regolatorea cui corrispondelo schema
a blocchi della figura del successivo esempio 6.
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Dalla F.d.T. alla rappresentazione nello spazio di stato. Rappresentazioni canoniche

bys"Tl 4 bystTE 4 4 b,

Con riferimento ai coefficienti G(S) = 5"+ cn—1 + - 4oay, (1'31)

eb,laforma (o

realizzazione) canonica del regolatorerisulta:
byl bys" TRt by
_ Sﬂ_l_a_lsﬂ—l_l__'_a_n )

Si pud notare che questa forma canonica s evidenzia per il fatto che nellamatrice del sistemai coefficienti del denominatore della G(s) si
trovano, cambiati di segno, nellaprimarigaed i coefficienti del numeratore costituiscono il vettore di distribuzione dell'uscita. Per esempio la
forma canonica del regolatore per un sistemadi ordine 3 (n=3) sarebbe caratterizzata dalle seguenti equazioni di stato:

G(s) (1.31)

[ - —ay o —tno -t | !
1 ( ( (J U
Ap=| 0 1 = 0 o | br=|0|; Crp=[b b -~ by
00 1 0 0
(1.32)
e dalla seguente equazione di uscita:
1= -] — doly — @303 + ¢
J”..Tg =14
J”..?g, = I
cui corrisponde lo schema a blocchi di figura 1.8:
u= 171 + by + b3z
Figure 1.8: Schema ablocchi dellarealizzazione canonica del regolatore per un sistema di ordine 3.
[ —a1 —a o —pe1 —n | !
1 0 0 ( U
Ag=| 0 1 = 0 0| br=|0|; Crp=|b b by |
00 1 0| 0
(1.32)
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Dalla F.d.T. alla rappresentazione nello spazio di stato. Rappresentazioni canoniche

Matlab 2 La forma canonicadel regolatoree la forma che si ottlene usando
'istruzione:

>> (A4, B,C, D] =tf2ss(num, den).
Ad esempio, data la F.d.T.

B 25 + 541
(s) = s34+ 352+ 254+ 17

le matriciproprie dellaforma canonicadel regolatorepossono essere calcolate
con le seguenti istruzioni:

> num = [2,1m,1];den = [1,3,2,1];[4,B,C, D] =tf2ss(num, den)

21 ottlene:
-3 -2 -1 1

A=|1 0o 0 |; B=|0]|: c=[211]; D=0
i 1 i i

Con riferimento ai coefficienti della (1.31), laforma (o realizzazione) canonica dell' osser vator e assume laforma generale:

Esempio 6 Datala F.d.T. dell’esempio 5:

s+ 3
G(s)= 295120

determinare le matrici dellarealizzazionecanonicadel regolatoreed 1l relativo
schema a blocchl.
Essendo:

@ = 9; ay = 20; by = 1; by = 3.

Dalle 1.32 e dallo schema a blocchi di figura 1.8, 51 ottengono le matrici

A:["9 _?1; b:[}
1 0 0

e lo schema a blocchi in Fig. 1.9. Si pud notare che la realizzazione cosi

: c=[1 3]
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Dalla F.d.T. alla rappresentazione nello spazio di stato. Rappresentazioni canoniche
1 1 it

+

Figure 1.2: Schema a blocchl per l'esempio 6. a3 = 95a; = 2058 = 1;6; = 3.

ottenuta (A, B, C) coincide con quella dell'esempio 5: (A4, by, Cq).

Cui corrispondeil diagramma ablocchi di figura 1.10.

~a; 1 0 D o0 F by T
—a; 0 1 0 o0 b,
—ay 0 0 1 0 0 o ) )
A, = B, = C,=|1 0 0 0| D, =0
1
—a,_; O 0 0 i
| —a, 0 0 O 0 0 | L by
(1.33)
Figure 1.10: Schemaablocchi dellaforma canonica di osservazione.
[ —aq 1 o 0 o 0 ] by
—ay 0 1 0 0 0 by
— s o 0 1 o 0 o )
A, = . B, = C,=|100 0| D=0
—dp_1 O 0 0 N 1 -
—gy, 0 0 0 0o 0 | L by
(1.33)

L 'ultima forma canonica che studieremo prende il nome di forma modale, o diagonale o di Jordan.

Lacaratteristicadi tale forma é di presentare nellamatrice A gli autovalori della stessa collocati sulla diagonale principale. Tutti gli altri
elementi della matrice sono nulli.

Supponiamo di avere una F.d.T. .
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Dalla F.d.T. alla rappresentazione nello spazio di stato. Rappresentazioni canoniche

Esempio 7 Data la F.d.T. dell’esempio 5:

s+ 3
G(s) = ST 1 G5+ 20

determinare le mairict della realizzazione canonica dell’osservatore ed o rel-
ativo schema a blocchs, Fssendo:

iy = 9; ay = 20; by = 1; by = 3.

St ha dalie 1,35 e dallo schema a blocchy &t fig. 1,10 che le mairict delia
forma canonica sono

A:[_‘%H; b:[;]; C=[1 0]

e lo schema a bloccht e quello riporiaio n Pig. 1.11

i i

i

bz b,
1 u
< =
—8, —a,

Figure 1.3: Schema a blocchidella G(s) per I'esempio 7.
Si ponga:
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Dalla F.d.T. alla rappresentazione nello spazio di stato. Rappresentazioni canoniche

Esempio 7 Data la F.d.T. dell’esempio 5:

s+ 3
Gs) = 3 195+ 20

determinare le matrici della realizzazionecanonica dell'osservatoreed il rel-
ativo schema a blocchi. Essendo:

@ = 9 ay = 20; by = 1; by = 3.

o1 ha dalla 1.33 e dallo schema a blocchi di fig. 1.10 che le matricl della
forma canonica sono

A:{_‘%H; b:{;]; C=[1 0]

e lo schema a blocchl & quello riportatoin Fig. 1.11

i

bz b,
1 u
5 =
-2, —a,

Figure 1.3: Schema a blocchi della G(s) per 'esempio 7.
in cui:
%?=m@=ﬁﬁiﬂ+ﬁiﬂ9+ﬁfiﬂ (1.34)
1

i(s) () ()
La(1.34) diventa

“”‘;"((5) = - _1p1. (1.35)

Lel.35elal.36, nel dominio del tempo, diventano
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Dalla F.d.T. alla rappresentazione nello spazio di stato. Rappresentazioni canoniche

uls) = Ryoq(s) + Rorg(s) + Rponls) (1.36)
Lematrici della rappresentazione assumono laforma:
u(s) = Riz1(s) 4+ Roxy(s) + Rutnls) (1.36)
Lo schemaablocchi di questaforma canonica ériportato in Fig. 1.12.
(o, 000 . 0] 1]
0 py, O 0
A.=|0 0 py . 0 |; by, = : Cn=|R R R, |
0 0 0 Pn | 1

(1.37)

Figure 1.12: Schemaablocchi dellarappresentazione modale.

Qualorai poli della G(s) non siano tutti semplici ereali larappresentazione modale richiede ulteriori considerazioni non previste nella presente
trattazione. Esempi possono essere ottenuti usando le seguenti istruzioni MATLAB:

% = B
PI1
i 1 1
i - - B -ty -
f ¢ ? i
Py
1 - &
Pﬂ.
_pl g 0 0
0 py 0O 0
A.=|0 0 py . 0 |; b,, = : C,.=| R R R, |
L0 0 0 . pn 1

(1.37)

Letrerealizzazioni descritte nei precedenti esempi s riferiscono alla stessa F.d.T. e quindi descrivono 1o stesso sistema. Ci chiediamo orase
possibile passare direttamente da una realizzazione all'altra senza passare attraverso la F.d. T.? Per rispondere bisogna considerare |'argomento
relativo alatrasformazione di stato.

next | | up previous

Next: Trasformazione di stato Up: Introduzione al metodo dello Previous: Dalla rappresentazione nello spazio

Domenico Prattichizzo
Mon Jun 23 00:24:55 MET DST 1997
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Trasformazione di stato

next [ | up previous

Next: Studio della stabilitadi Up: Introduzione al metodo dello Previous. Dalla F.d.T. alla rappresentazione

Trasformazione di stato

Si consideri il sistema rappresentato dalle equazioni:

Esempio 8 Dalle P.d.T. dell’esempio 5

s+ 3
52 4+ 954 207

G(s) =

determinare le mairici delle realizzazione modale. Lo G(s) pud essere scom-

posta in fratii semplici® oftenendo:

Le matrict risulianao;r

5 0 1
Am:[g _“ﬁl]; bm:[ll; Cn=[2 -1]

Lo schema a bloccht é quello riporiato tn Fig. 1,13

L 34
+ g Lo 1
1 P 11
1 '
1
g R
1
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Trasformazione di stato
i
Figure 1.4: Rappresentazione modale della F.d.T. dell'esemplo 8. py = —5;
Hy=-2py = -4 Hy = - 1.

‘L'operasione  dl  scomposisione  pud essere effettuata, usande MATLAB, con
"1zt rusione:

=»> R, F, K|= residue(num, den]
Le matrici del sistema non sono uniche perche non & unica la rappresentazione dello stesso sistema. Consideriamo
{ X = Ax+ Bi;
un cambio dellevariabili di saoda L 0 = X+ Di.
x = Ax 4 Bi;
u= x4+ DL

a X ottenuto con unatrasformazione lineare

(rappresentata dallamatrice Z ) del Ie{

S puo scrivere:

. Selamatrice % non e singolare (determinanteT')

% 0
e sostituendo nelle precedenti si ottiene:
x =Tz
Premoltiplicando nellaprimaper L2 = ATz + Biu = CTz + Dig ottiene
T—l
ecioe
T-1Tz = T 1ATz + T 'Bi;
u=CTz+ Di;

Il sistema dinamico nelle nuove variabili di stato diventa
7 = T-'ATz + T-!Bj;
u=CTZ + D1

dove
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Trasformazione di stato
g = ATE —+ BTi
u = CTE + DTi

Si osservi che poiche le matrici Z non singolari sono infinite, infinite sono anche le possibili trasformazioni di stato
(e quindi le rappresentazioni di uno stesso sistema).

Esempio 8 Dalla F.d.T. dell'esempio 5

s+ 3
52 4 954 20°

Gs) =

determinare le matrici della realizzazionemodale. La G{s) puo essere scom-
posta in frattl semplici® ottenendo:

7 —1
(r( 5] = .
() 5—|—5+5—|—-&
Le matrici rigsultano:
-5 0 1

Lo schema a blocchi e quello riportatoin Fig. 1.13

o | =

=

1
" P RE
Py e
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Trasformazione di stato

Figure 1.4: Rappresentazionemodale della F.d.T. dell’esempio 8. py = —5;
Ry=-2ypy=-4 H, = -L

‘L'operasione  di  scomposisione  pud  essere effettuata, usande MATLAB, con
I"strusione:

»> [H, F, K] = residue(num, den)

Domenico Prattichizzo
Mon Jun 23 00:24:55 MET DST 1997
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Studio della stabilita di un sistema lineare autonomo

next [ | up previous

Next: Sintes (progetto) del regolatore Up: Introduzione a metodo dello Previous: Trasformazione di stato

Studio della stabilita di un sistema lineare
autonomo

Consideriamo un sistema autonomo di ordine n. Esso e rappresentato da:

i

Nota 4 # imporianie soffolineare che la funzione di frasferimento non e
modificaia da una frasformazione lineare dello stato.

Selamatricex = A x (determinantedi x = A x ) I'unicaposizionedi equilibrio (stato di equilibrio)
A 3’9 l:'si haper:;: = [J (origine dello spazio di stato).

Verifichiamo setale stato di equilibrio é stabile o instabile. A questo scopo si perturbi lo stato del sistema
forzando lo stessoinuno stato % = (1 ( PD ). Esaminiamo quindi latraiettoria del sistema nella sua evoluzione

libera10, £a0, La0, ---Ini.

Trasformando la 1.8 s ottiene, tenendo conto delle condizioni iniziali:
x(t, Xq)

ottenendo cosi un sistemadi n-equazioni nelle n incognite

—In = (tlll — 5)[3:1] + .:112[3;2] 4+ .4 ﬂ]n[dﬂ:n];
—Tan = Elg][i?l] + ((IM_J)[JTE] 4 -4 aﬂn[dﬂ:n];

—rnl = 4an1[01] = apalrg] + -+ (tpn — 5:'[3%]:.

Con laregoladi Cramer s puo quindi ottenere la
—T1p = ('ilu — 5)[331] + a12[za] + - -+ @1n[Tn);
—Tog = dg1[T1] + (':I‘EE—J)[J“:E] + - Gan|Tn];

—rnrl = ‘|":1n1[~?:1] = 'ilnz[i?z] +--t (aﬂﬂ - 5)[““‘:”]’
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Studio della stabilita di un sistema lineare autonomo

('ilu — 5) b7 — &40 d1n

g ('1122 — 5) — X0 dan
[I-] . 1 2 —Lni (':Inn - 5)

1 ('ilu — 5) 412 — 13 1n

L a stabilita (nessuna coordinata 31 (':122 - 5) — 33 Aan
X1 Ay 2 —an3 (Gppn — 5)

tendente ad infinito) sara assicurata se |'equazione caratteristica

%i(?)

hatutte le radici (autovalori di A) con parte reale negativa. In forma compatta quanto sopra assume laforma:

det(A — sI) =0
X = Axsx(s) - :{(Djﬁz Ax(s)
sx(s5) — Ax(s) = x(0)
(sI — Ax(s)= x(0)
x(s) = (sl — A)"1x(0)
adj{sI — A)

L a stabilita dipende quindi dalle radici di x(5) = — o x(0) (autovalori della matrice dei
det(sl — A)

coefficienti).

Domenico Prattichizzo
Mon Jun 23 00:24:55 MET DST 1997
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Sintesi (progetto) del regolatore mediante retroazione stato-ingresso (allocazione dei poli)

next | | up previous

Next: Osservatori Up: Introduzione al metodo dello Previous: Studio della stabilita di

Sintesi (progetto) del regolatore mediante
retroazione stato-ingresso (allocazione dei poli)

Il sistema da controllare, rappresentato dalle matrici d Et( sf — A) puo essere descritto dallo schemain figura 1.14
(D=0).

(A,B,C,D)
Figure 1.14: Schemaablocchi del sistema da controllare.

Nel seguito sara mostrato come, sotto opportune condizioni, si possa realizzare un regolatore che consente di allocare a
piacerei poli del sistemain anello chiuso, retroazionando gli stati secondo lo schemain Fig. 1.15.

1 X 1

Figure 1.15: Tecnica dell'assegnamento del poli.

In praticasi operariportando in ingresso, con segno invertito, un‘opportuna combinazione lineare degli stati:

Nota 4 ﬁ}injportantesattolhﬂeareche la funzione di trasferimento non e’
modificata da una trasformaszionelineare dello stato.

Si assume che tutti gli stati siano a disposizione e possano essere misurati. In pratica questaipotes introdurrebbe notevoli
complicazioni pratiche. Procediamo comunque trascurando per il momento questo aspetto. Le equazioni del sistema sono
dunque:

i=-Kx=-| Ky Ky Ky - K,|| 7|, (1.38)

che combinate (sostituendo la seconda nella prima) forniscono:

x= Ax+B:
i = -—-Kx

| poli del sistemain anello chiuso saranno gli autovalori dellamariceX = X — BEKx = (A - BK)K = A.x

ossiale soluzioni di:
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Sintesi (progetto) del regolatore mediante retroazione stato-ingresso (allocazione dei poli)

X1
Lo

i=-Kx=-| Ky Ky Ky - K,|| %], (1.38)

Ly

Gli autovalori dipenderanno dai valori assunti dal vettore riga

dEt( sl — Aﬂ) — dEt[SI - (A - BK)] = 0. I:1'39).Un'opportunasc:eltadi tale vettore

consentiradi ottenere per gli autovalori (poli dell'anello chiuso) valori predefiniti (allocazione dei poli nel piano complesso)
in funzione del comportamento dinamico dell'anello desiderato.

det(sI — A,) =det[s] - (A - BK)|=0. (1.39)

L 'esempio precedente ci ha mostrato come determinare i guadagni
Esempio 9 5t abbia un sisterma conirollato del 2° ordine con smorzamenio

nullo (2 poli tmmaginars pur).

W
5% 4 o

Gs) =

Tale sisterna ha una possthile descrizione nello spazto di stato fornida dalle
matrice:

A:[jﬂélﬁz{?L C=|10]; D=0

St desidera realtzzare un reqolafore siafo-ingresso che collocht ¢ polt del-
Vanello chiuso in posizione fale da ofienere la pulsazione naturale wy, = 2oy
ed i fattore di smorzamento £ = 1 {due poli reali coincidentt in —2ap).

Liequagtone caratfierisiica desiderata dell’anello chiuso sard:

{ (54 2wp)? =

5%+ duwgs + dwi =

(]

(1.40)

(]

dalle [1.39) st ottiene che il polinomio caratieristico dells mairice A — BK
(matrice det coeffictents del sisterma n retroazione) é

I
—
C!E:m
1 —
|
I
—
— 2

[MEL{A—BKHZ&%[SSI_(

05580
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Sintesi (progetto) del regolatore mediante retroazione stato-ingresso (allocazione dei poli)

st L Kys+wi4+ Ky =0. (1.41)
Bguagliando i coefficients nella (1.40) e nella (1.41) st oftiene:
Kg = &lﬁu‘g del
wi+ K= 4wt
da cti:
K = 3u; K, = duwy.
05510
K:[Kl Kg]: [3!&.,?5 "‘]:MD.]
vettorerigadEt( s1 - Aﬂ) — dEt[SI - (A - BK)] = 0. (1'39)per confronto. Tale

procedura per sistemi di ordine elevato puo presentare qualche difficolta. L'operazione puo essere semplificataseil sistema e
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Sintesi (progetto) del regolatore mediante retroazione stato-ingresso (allocazione dei poli)

rappresentato nella forma canonica del regolatore. Ricordando la struttura della forma canonica (1.32) e ponendo K i

Ar = A:B; = Bs ha(conriferimento ale (1.39) che

Cp=C
equindi:
o
0 [ f{] f{z
BK-|0 [k K, K,| =K K, K, |]=|" °
ﬁ |0 Y

Essendo I'equazione caratteristicadel sistemain anello aperto (1.31)

[ a4y - Ky —ay - Ky - —a, - K]

A.— A -BK = - - o -

i1

0 1

si deduce che I'equazione caratteristicadel sistemain anello chiuso €&

Esempio 9 Si abbia un sistema controllato del 2° ordine con smorzamento
nullo {2 poli immaginari puri).

2
iy

5%+ o

Gis) =

Tale sistema ha una possibile descrizione nello spazio di stato fornita dalle
matrici:

A:{jﬁéLB:H]; c=|10]; D=0

51 desidera realizzare un regolatore stato-ingresso che collochii poli del-
I'anello chiuso in posizione tale da ottenere la pulsazione naturale w,, = 2wy
ed il fattore di smorzamento £ = 1 {due polireali coincidentiin —2uyg).

L'equazione caratteristicadesiderata dell’anello chiuso sara:

{ (54 2wp)' =

2 s+ 4dwi = 0

1
1

(1.40)

dalla i1.39% 21 attiene che 1l nalinamio caratteristicadella matrice A — BK
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Sintesi (progetto) del regolatore mediante retroazione stato-ingresso (allocazione dei poli)

uuuuu R e T e e _——

(ma,tril:e del coefhicientl del sistema in retmaziane)é

det[sI—(A—BK)]:detHS E]_(

08814

s+ Kys+wi+ Ki=0. (1.41}
Eguagliando i coefficientinella (1.40) e nella (1.41) si ottiene:

Kg: 4!13[3
w4+ Ky = 4u?

da cul:
K1:3M§; KQZ4MD.

08814

K:[Kl Kg}: [3!1192 4!51}[3.]
Se I'equazione caratteristica " desiderata’ per un‘opportuna allocazione dei poli &
s" 4 (ag + K )s" 4 (ag + Ky )s" 4 +=(an+ K,)=0. (1.42)

S ottiene, per confronto trala (1.42) ela (1.43):

Sn—|—lﬁ'1 5n—1+&25ﬂ—2+ s oy, :|:|:I [:]_-‘-]:3)
dacui:
a; + K, = oy, (1.44)

Ladeterminazione di guadagni
Esempio 9 5t abbia un sisterma controllaio del 2° ordine con smorzamento
nullo (2 polt tmmaginars purt).
wg
5%+ o

Gi(s) =

Tale sisterna ha una possthile descrizione nello spazto di siato fornida dalle
matrice:
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Sintesi (progetto) del regolatore mediante retroazione stato-ingresso (allocazione dei poli)

St desidera realtzzare un regolaiore siafo-ingresso che collockt ¢ polt del-
Varnello chiuso 1w postzione fale da offenere la pulsazione naturale wy, = 2wy
ed ¢l fattore dt smorzamento £ = 1 (due poli realt coincidentt in —2ug).

Liequazione caraiferistica desideraia dell’anello chiuso sard:

{ (s+ 2wg)" =

5 dwgs 4 dwi = O

[

(1.40)

dalla [1.39) st oitiene che il polinomio caraiferisiico dells mairice A — BK
(matrice det coefficients del sistema n retrogzione) ¢

deﬁ[sI—(A—BK)]:def{[g ‘;]_ (

I
i
IC:IE:M
i R
|
I
—
—t i1

a55
S+ Kys+wi+ Ky =0. (1.41)

Bevagliando ¢ coeffictents nella [1.40) e nella [1.41) st oftiene:

.Kg = ‘%{-Lﬁg
wi+ Ky = 4w
da cti
Kl = 3!135, Kg = 4{JJD.

05510

K:[Kl Kg]: [3&.,?5 "‘]:MD.]
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Sintesi (progetto) del regolatore mediante retroazione stato-ingresso (allocazione dei poli)

puo essere anche condotta con laformula di Ackermann (1972):

a; + K, = oy, (1.44)

- —1

doveK = [ ool ]C &c(A) (1'45)élamatricedi test della controllabilita
C

e

C=|B AB A'B ... A"'B |
essendo'jﬂ(A) = A" + oy An_l + +&ﬂIi coefficienti del polinomio caratteristico desiderato.
K=|0 0 - 1]C a(A) (1.45)

next | | up previous

Next: Osservatori Up: Introduzione al metodo dello Previous. Studio della stabilita di

Domenico Prattichizzo
Mon Jun 23 00:24:55 MET DST 1997
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Osservatori

next [ | up previous

Next: Osservatore di ordine pieno Up: Introduzione al metodo dello Previous. Sintesi (progetto) del regolatore

Osservatori

L aretroazione stato-ingresso descritta nel precedente paragrafo presuppone che tutto il vettore di stato sia
disponibile per le misurazioni. Nella maggioranza dei casi cio risulta complicato se non impossibile sia per motivi
pratico-economici (costo dei trasduttori) che per I'impossibilita di misurare alcuni stati del sistema (si pensi ad un
impianto nucleare). || problema puo essere risolto con I'uso degli osservatori. Per osservatore si intende un
dispositivo (generamente el ettronico) che, avendo |0 stesso comportamento dinamico del sistema, rende
disponibili le variabili di stato che rappresenteranno una stima

Esempio 10 5t vaglia esequire tf dimenstonamenio di un reqolaiore basaio
sulla reazione siafo-ingresso per un sistema con funzstone di frasfertmento in
anello aperto part ¢

St desidert allocare ¢ polt dell’anello chiuso in
Py, Py = —0.T0TL50.707.
Liequazione caratierisiica desideraia del sistema n anello chiuso sard quinds
al ) = (54 0.707 + jO.70T)( s+ 0.707 — jO.T0T) = s* + 1.41485 4 0.9997

quind
oy = 1.4148; oy = 0.9997.

La rappresentazione del sistema G(s) = j—z nello spazio di stato nelle forma

canonica del regolatore da origine” g

Usando la [1.44) ed essendo a1 = ¢y = 0 st ha:

Ki= oy —ay= 141458 - 0= 1.4143;
K, Gty — g = (0.9997 — 0= 0.9997,

Con Muso della formula di Ackermann st offtene
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Osservatori

ca, = A+ 1.4148A + 0.99971

1 CUid
. |0 0], o1 |10
S ER R FR I S
e quind: risulia:
N 0 1
o 0.9997 1.4148 | -1 _ _
¢ 0 0.9997 | h g ’

ed tnfine

K=[0 1] a =[0.9997 1.4143].
St ricorda che tn Matiab sono predefintde le funzione “place” e “acker” per
Vallocazione der polt.

E%Z%quindi by = le a1 =ay =0
delleverevariabili L U = Cx + Dh. del sistema. L'osservatore quindi rappresenta un modello del sistema
il cui schema, in anello aperto, € indicato nellafigura1l.16

e

X
Figure 1.16: Osservatore in anello aperto.

Domenico Prattichizzo
Mon Jun 23 00:24:55 MET DST 1997
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Osservatore di ordine pieno (ordine completo)

next | [ up previous

Next: Regolatore mediante retroazione stato-ingresso Up: Introduzione a metodo dello Previous: Osservatori

Osservatore di ordine pieno (ordine
completo)

Un modo di stimareil vettore di stato
Esempio 10 5t voglia esequire of dimensionamento dr un regolaiore basaio

sulla reazione siafo-ingresso per un sisiema con funzione di frasferimenio in

anello aperio part a
1

2

Gs) =
St destdert allocare ¢ polt delianelio chiuso in
P, e = —0.707+50.707,

Liequagtone carafierisitica desiderata del sisterma in anello chiuso sard quind:

als) = (s+ 0.707 4+ jO.707)( s+ 0.707 — jO.707) = s* + 1.41485 + 0.9997

quind
cy = 1.4145%; oty = 0.9997.
La rappresentazione del sistema G(s) = f—g nello spazio di siato nella forma
canonice del regolatore da origine” a
0 0 1
A:[ ] B:[H]; C=|0 1]; D=0
1 0 U

Usando la [1.44) ed essendo a1 = a3 = 0 51 ha:

K-l: oy — i = 1.414%8 — 0
KQI o — oy = 0.9997 — 0

1.4148;
0.9997.

Con uso della formula di Ackermann st offiene

a, = A+ 1.4148A + 0.99971
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Osservatore di ordine pieno (ordine completo)

i CU
, |00 ol |10
e quind: risudiar
. o1
o 0.9997 1.4148 | -1 — _
¢ 0 0.9997 |’ h Lol

ed tnfine

K=|0 1]€"a =[0.9997 1.4148].
St ricorda che tn Matiah sono predefintde le funzione “place” ¢ “acker™ per
Vallocazione der polt,

E'!in = gnquindi by = le a1 =g = 10

e di realizzare un modello che forniscatutte le n variabili di stato. Qualorail modello siarealizzato per stimare
solo alcune variabili di stato, alora saremo in presenza di un osservatore di ordineridotto.

Lafedelta e l'efficacia dell'osservatore sara funzione dell'errore tra gli stati
Esempio 10 5t voglia esequire o dimensionamento di un regolaiore basaio

sulla reazione siafo-ingresso per un sisiema con funzione di frasferimenio in
anello aperto part a

St destdert allocare  polt delianelio chiuso in
P, P = 070750707,
Liequazione carafierisiica desideraia del sisiema in anello chiuso sard quind:
als) = (54 0.707 + jO.707)(s4 0.707 — jO.707) = s* + 1.41485 + 0.9997

quisnd
cy = 1.414%; ceg = 0.9997.
1

La rappreseniazione del sistema G(s) = 5 nello spazio di siaio nells forma

canonice del regolatore da origine” a

http://www-dii.ing.unisi.it'~domenico/ebook-tds/state/node12.html (2 di 8) [19/05/2000 9.51.24]



Osservatore di ordine pieno (ordine completo)

A:[“‘;’]; B:[}]; c=[01]; D=0
1 0 (l
Usando la (1.44) ed essendo ay = ag = 0 51 ha:

Ki= o) —a; = 14148 — 0= 1.4148;
Ky= oy —ay= 09997 — 0= 0.9997.

Con uso della formula 4t Ackermann st offiene

ca, = A?+ 1.4148A 4 0.99971

tn Cl
. |0 0] |01 |10
S (RIS E R FY
e quind: risudiar
i o1
Y 0.9997 1.4148 | -1 _ _
¢ 0 0.9997 |’ IR

ed tnfine
K=|0 1]C"a =[0.9997 1.4148].

St ricorda che tn Matiah sono predefintde le funzione “place” ¢ “acker™ per
Vallocazione der polt.

E'!l, = %@-quindi by = le q1 =ag = 0

{ X = Ax + Bi;
eglisatireai L 4= Cx + JIIJl'lndicandocon
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Osservatore di ordine pieno (ordine completo)

E

] T15TEMA
1 x
= AB ——————————— =
. HODELLO e
x
AB —————————
definisce;
Senza entrare nel merito dellatrattazione, I'errore
. TISTEM®
1 X
= AB EEEEEE—
. HODELLO -
x
A B e ———

o
ju
l——

retroazionando il modello secondo lo schemain figura 1.17.

X =X — X.

Figure 1.17: Osservatore con retroazione.
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I'errore della stima si

potra essere reso nullo



Osservatore di ordine pieno (ordine completo)

In cui

SIETEWA
&
- 4,8 L =
- MOTELLO - —
 d x 11 L |
AR IR —{)
i
n=u-u
L -
determinare in modo che la dinamicadell'anello sia stabile e l'errore
2ISTEMA
x 11
AB e C -
HODELLO " —
e x jh |
4B —— C ————
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tenda a zero.



Osservatore di ordine pieno (ordine completo)

SIETEWA
1 & n
- 4B - C
o MODELLO - ~
- = u ¥
AR ———» € [—{]
=
L=n-u
L -
L a determinazione di e
formalmente identicaa quella di
det(sI — A,) =det[sI - (A -BK)]=0. (1-39) na problemadella

retroazione stato-ingresso per |'alocazione dei poli. Al fine di realizzare I'osservatore, in Matlab si utilizzano gli
stessi comandi ““place” e ““acker” sul sitemaduale |, . Infatti, lo schema della figura precedente puo essere espanso

comein Fig. 1.18.

Esempio 10 5 voglia esequire ol dimensionamento dt un reqolaiore basaio
sulla reazione stafo-ingresso per un sisiema con funzsione dt frasferimento in
anello aperio part a

St destdert allocare ¢ polt dell’anello chiuso in
P, py = —0. 7074 50,707,
Liequaztone caraitertstica destderaia del sistema in anello chiuso sard quinds
als) = (s + 0.707 4 jO.707) s+ 0.707 — j0O.707) = s* 4 1.41485+ 0.9997

quindi
cy = 1.4148; o = 0.9997.

La rappreseniazione del sistema G(s) = Jig nello spazio di staio nella forma

canonica del regolatore da origine” a
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Osservatore di ordine pieno (ordine completo)

-

e
1

]; B:[é]; C=|0 1]; D = 0.

i)

Usando la [1.44) ed essendo a1 = ay = 0 st ha:

Ki= o1 —a;= L4148 0= 1.4148;
Ky= cg—ayg= 0.9997 0= 0.9997.

Con uso della formula di Ackermann st offiene
a, = A' + 1.4148A + 0.99971

i ClE

. |0 0], ol |10
S U R U R
e quind: risudiar
Y 0.9997 1.4148 | -1 _ 0 _
¢ 0 0.9997 | IR

ed tnfine

K=[0 1]ca =[0.9997 1.4148].
St oricorda che tn Matlad sono predefintde le funzione “place™ ¢ “acker™ per
Fallocazione det polt

3L — znquindi by = le a1 = oy = 0

Figur’e 1.18: Schemaablocchi dell'osservatore.

Dallo schemain Fig. 1.18 si deduce che I'equazione dell'osservatore € data da:

essendo

Ladinamicadell'errore risulta quindi

=A% +Bi+L{u - C&) = A% + Bi + LCx - LCx%

La dinamica dipendera dagli autovalori della matrice
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Osservatore di ordine pieno (ordine completo)
$= k- %=Ax+Bi- A% - bi - LCx + LCx
= (A-LC)x - (A - LC)%
$= (A-LC)

che potranno essere ""alocati” con una

S12TEHA
1 = 1
- 4B — C
- MOIELLO i__ ﬁ- ¥
aB ——— - C 4"{)
—————
-~ -
n=l-=11
L -

opportuna scelta di

Si noti che é possibile allocare tutti gli autovalori di A, = (A - Lc)seesoloseil sistema dinamico A ,

risulta essere osservabile.

Domenico Prattichizzo
Mon Jun 23 00:24:55 MET DST 1997
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Regolatore mediante retroazione stato-ingresso ed osservatore di ordine completo

next [ | up previous

Next: About this document Up: Introduzione al metodo dello Previous. Osservatore di ordine pieno

Regolatore mediante retroazione
stato-ingresso ed osservatore di ordine
completo

Se per larealizzazione del regolatore descritto nel paragrafo 1.38 nasce I'esigenze di stimare gli stati
Esempio 10 5t voglia esequire o dimensionamenio di un reqolatore basaio
sulla reazione siato-tngresso per un sistema con funzione di frasfertmento in

anello aperio pari a
1

52

Gs) =
St destdert allocare ¢ polt dell’anello chinso in
Py, Py = —0.T07+50.707.

Liequaztone caratfierisiica desideraia del sistema in anello chiuso sard quinds

als) = (54 0.707 + ;jO.70T)( s+ 0.707 — jO.T0T) = s* + 1.41485 4 0.9997

quind
oy = 1.4148; oy = 0.9997.
La rappresentiazione del sistema G(s) = 51—2 nello spazio 4t siato nelle forma
canonice del reqolatore da origine® a
0 0 1
A:[ HL B = HL C=|0 1]; D = 0.
1 0 U

Usando la {1.44) ed essendo ay = ay = 0 51t ha:

Ki= oy —ay= 14148 - 0= 1.4143;
Ky= oy —ay= 09997 -0 0.9997,

Con Muso della formula di Ackermann st offiene

| .- .2 . e
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Regolatore mediante retroazione stato-ingresso ed osservatore di ordine completo

o, = A+ 1.4148A 4 (0.99371

- o]

1 CUl

i
i)

|

1

[

iy
[
— ]

e

| —— |
[
—
— ]

e quind: risuffar

__[oseer 1a1a8] | :
=1 0 09997 | B

ed tnfine
K=|0 1]C"q =[0.9997 1.4148].

St ricorda che tn Matiah sono predefintde le funzione “place” e “acker”™ per
Vallocazione der polt.

21

1 ]
, S haimpiegal'osservatore descritto precedentemente. Lo schema funzionale del sitemadi controllo con
osservatore eriportato in Fig. 1.19.

= gnquindi b = 1e My = g = [

; : _Fti - I - : |
A
Blstema
Controllato
fapervetore i 2
B 41 | = it
A
L{u-CT)
L

Figure 1.19: Schemafunzionale del controllo con osservatore.

Si puo dimostrare chei poli dell'intero sistema in retroazione corrispondono all'unione dei poli dell'osservatore e
della reazione stato-ingresso ( A - LC:I :

Domenico Prattichizzo
Mon Jun 23 00:24:55 MET DST 1997
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Footnotes

..F.dT.
LaG(s) han poli semplici ed & stata (compostain fratti semplici

...diventa
Si vedain MATLAB l'istruzione ss2ss.

http://www-dii.ing.unisi.it'~domenico/ebook-tds/state/footnode.html (1 di 2) [19/05/2000 9.51.24]



Footnotes

Domenico Prattichizzo
Mon Jun 23 00:24:55 MET DST 1997

http://www-dii.ing.unisi.it'~domenico/ebook-tds/state/footnode.html (2 di 2) [19/05/2000 9.51.24]



No Title

next || up

previous

Next: Sistemi di controllo digitale

o Sistemi di controllo digitale

O

O

O

I ntroduzione e definizione del problema

La conversione Analogico/Digitale

Condizioni e limiti dellatrattazione

Teoremadel campionamento di Shannon - Aliasing

Laconversione D/A. Ricostruzione del segnale

Strumenti matematici: La Z-trasformata

-1

» Operatore ritardo (unitario) ..

o About this document ...

Domenico Prattichizzo
Mon Jun 23 00:54:56 MET DST 1997

http://www-dii.ing.unisi.it/~domenico/ebook-tds/digital/digital.html [19/05/2000 9.51.26]



Sistemi di controllo digitale

next | | up previous

Next: Introduzione e definizione del Up: No Title Previous: No Title

Sistemi di controllo digitale

o Introduzione e definizione del problema

o Laconversone Anaogico/Digitale

o Condizioni elimiti dellatrattazione

o Teoremade campionamento di Shannon - Aliasing

o Laconversione D/A. Ricostruzione del segnale

e Strumenti matematici: La Z-trasformata
-1

o Operatore ritardo (unitario) 2

Domenico Prattichizzo
Mon Jun 23 00:54:56 MET DST 1997

http://www-dii.ing.unisi.it/~domenico/ebook-tds/digital/node1.html [19/05/2000 9.51.26]



Introduzione e definizione del problema
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Introduzione e definizione del problema

In Fig. 1.1 eriportato lo schemaa blocchi di un sistematradizionale atempo continuo o analogico.

L'appellativo tempo continuo” dipende dal fatto chei segnali nell'anello (continui o in alternata) variano (o
pOSsoNO variare) con continuita nel tempo.

r

ol 11l Sistema C
— Regolatore | Controllato -

Trasduttore

Figure 1.1: Schemadi sistemadi controllo atempo continuo.

Il regolatore elaborai segnali r e w per generare un segnale di comando opportuno m (variabile manipolabile) a
fine di fare evolvere la grandezza controllata ¢ nella maniera desiderata.

[l regolatore e costituito in generale da un amplificatore di segnale e da unarete corretrice realizzata con reti RC
passive o con amplificatori operazionali. Il regolatore € quindi di tipo ~"analogico."

InFig. 1.2 eriportato lo schemadi un sistemadi controllo a tempo discreto o digitale.

r r
A;"r I - m" m Sistema C
p| Fegolatora ——wD /A — e oonirallate -
E
w ”

A /D |-4——| Trasduttore

Figure 1.2: Schemadi sistemadi controllo atempo discreto o digitale.
Ladifferenza sostanziale con i sistemi tradizionali consiste nella presenza dell'elabor ator e digitale.

L'elaboratore digitale, come & noto, non operain maniera continua, ma ad intervalli di tempo ben determinati
(clock interno). Con riferimento alla Fig. 1.2, ogni valore assunto dall'uscita¥7z * @il risultato di un‘elaborazione

dei dati d'ingresso ¥ " et che viene eseguita dal Regolatore in un tempo finito (non nullo). | valori assunti
dall'uscita del regolatore non sono disponibili con continuita nel tempo masolo in intervalli discreti.

http://www-dii.ing.unisi.it'~domenico/ebook-tds/digital/node2.html (1 di 4) [19/05/2000 9.51.27]



Introduzione e definizione del problema

Oggigiorno lalarga diffusione dei controllori digitale nasce dal fatto che il regolatore digitale puo essere
semplicemente implementato per mezzo di un elaboratore (microprocessore, DSP o altro).

Affinché I'elaboratore possa fornire un dato di uscita dovra disporre in ingresso delle quantitar e w convertite
in formanumerica (¥ * ettt ). Tale conversione avviene per mezzo di un dispositivo che prende il nome di
convertitor e analogico/digitale (A/D). Il risultato dell'elaborazione¥7:* & in forma numerica e quindi non &
adatto a pilotare il sistema controllato nel caso in cui quest'ultimo sia un processo di tipo tempo-continuo. |1
segnale di comando m all'ingresso del sistema controllato deve essere quindi di tipo analogico. A tal fines
utilizzano dei dispositivi che trasformano il segnale digitale in analogico e prendono il nome di convertitori
digitale/analogico (D/A).

Le operazioni di conversione A/D e D/A avvengono normalmente ad intervalli costanti di tempo di durata T.
Taletempo T prende il nome di periodo di campionamento. La gestione dei tempi di conversione € affidata al
clock dell'elaboratore (v. Fig. 1.3).

T r* *
- |~ wl|Elaboratore m m
A/D ™ Digitale >D/Al—m
Clock

Figure 1.3: Gestione dei tempi di conversione.

Da quanto sopra, emerge che nell'anello di regolazione esistono dei segndi (¥, w* , ¥z ) che variano (ed
esistono) ad intervalli discreti di tempo. Da cio la denominazione di sistemi a tempo discreto per i sistemi che
comprendono tali segnali.

Lo schemaablocchi di Fig. 1.2 puo essere trasformato (ipotizzando cheil regolatore sia un trasduttore ideale
con guadagno unitario) nello schema funzionalmente identico di Fig. 1.4.

Sagnala Diescrato Begnala Cootnua

Elab.Digdt, gia.Controllato

Riz) E{z)

Gfi:z'_l - DA (B8] | AT

Figure: Schemaablocchi del sistemadi controllo atempo discreto analogo aquello indicato in Fig. 1.2.

In tale schema compaiono le quantita R(2), E(2), Gc ( 2 ) dove z e lavariabile complessa della z-traformata del

segnali atempo discreto.
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Introduzione e definizione del problema

Dallo schemadi Fig. 1.4 si puo estrarre la porzione compresatrai punti A e B (v. Fig. 1.5) indicandola con
G(2).

Sis.Controllato

——w» D/AL—— | G(s) |—mla/D

Glz)

Figure 1.5: Funzione di Trasferimento.

Notala G(2) lo schemadi fig.4 s semplificacomeindicato in Fig. 1.6.

R{z) E{z) mlz) el{z]

Gz) [ Gz

+

Figure 1.6: Schema a blocchi del sistemadi controllo atempo discreto in termini di segnali e sistemi atempo
discreto.

Come gias e detto I'elaboratore digitale & un elemento che caratterizza i sistemi atempo discreto (digitali,
come meglio sara precisato). In particolare I'elaboratore € chiamato a svolgere lafunzione di regolatore e quindi

Gc (3) sara comunemente indicata con il nome di regolatore digitale.

Uno dei compiti principali della trattazione che segue e quello di presentare le procedure di analisi e progetto
atte alla definizione del IaG,; ( P ) , 0ssiadellafunzione di trasferimento del regolatore idoneo a conferire

all'anello le caratteristiche di stabilita, precisione, comportamento transitorio, insensibilita alle variazioni
parametriche e capacita di reiezione dei disturbi desiderate.

A guesto punto ci chiediamo quali siano i vantaggi o gli svantaggi dei sistemi di controllo digitali.

Trai vantaggi si puo indicare:

a)
maggiore precisione e capacita di elaborazione; infatti I'elaborazione numerica dei segnali consente di
utilizzare algoritmi anche molto sofisticati senza alcun limite per la complessita dei programmi che
possono svolgere, oltre allafunzione di regolazione, anche funzioni ausiliarie quali messaggi
al'operatore, registrazione di dati, gestione allarmi ecc.;

b)

maggiore flessibilita: modifiche del regolatore nel sistemi tradizionali impongono interventi
sull’hardware mentre nel sistemi digitali e sufficiente modificare il programma (software) implementato
nell'elaboratore;
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Introduzione e definizione del problema

C)
maggiore affidabilita e reperibilita: sono quindi evitati i problemi connessi con le variazioni parametriche
del sistemi analogici;

d)
maggiore facilita nella trasmissione a distanza dei segnali che risultaprivadi errori ed esente da disturbi
essendo | segnali codificati.

Tragli svantaggi si puo elencare:

al)

progettazione piu difficoltosa;
bl)

stabilizzabilita piu difficoltoss;
cl)

possibilita maggiore di arresti dovuti adisturbi.

next | | up previous

Next: Laconversione Anaogico/Digitale Up: Sistemi di controllo digitale Previous. Sistemi di controllo
digitale

Domenico Prattichizzo
Mon Jun 23 00:54:56 MET DST 1997
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La conversione Analogico/Digitale

L'impiego dell'elaboratore digitale implicalanecessitadi convertire un segnale analogico e(t) in una
successione di valori numerici corrispondenti all'entita del segnale stesso negli istanti di campionamento.

Tale operazione puo essere schematizzata come indicato in Fig. 1.7 e prende il nome di campionamento.

CAMPILONATHRE

>
o () 1 e
b oo >

Figure 1.7: Schema dell'operazione di campionamento.

In praticail campionamento viene schematizzato come un interruttore che chiudeil circuito ogni T
secondi per un tempo infinitesimo.

In realta, affincheil valore del segnale negli istanti di campionamento e(kT) sia utilizzabile
dall'elaboratore e necessario che venga espresso in codice binario.

Per ottenere quindi il segnale digitale del campionamento e necessario effettuare una quantizzazione del
segnal e campionato cioe |'approssimazione del suo valore, appartenente all'insieme dei numeri reali, con
quello corrispondente ad un numero di cifre limitato (livelli di discretizzazione)

bit del convertitore livelll di discretizzazione
3 —5 256
10 — 1024
12 — 4096

che appartiene al sottoinsieme finito dei numeri interi.

NellaFig. 1.8 éindicato il campionamento e la quantizzazione di un segnale analogico
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La conversione Analogico/Digitale

KT
= o (+)

L
i
N
C
J'\f
"
"l-\_\_‘-‘-

15:"'“.

\"h:""\

Eﬁ}"‘fﬁy
-
a T 2T 3T 4T KT

Figure 1.8: Campionamento e quantizzazione di un segnal e anal ogico.

Qualoragli errori di discretizzazione siano sufficientemente bassi, |'effetto della quantizzazione puo
essere trascurato o al piu considerato come un disturbo nell'anello di regolazione.

Nel seguito s assumera che la quantizzazione sia trascurabile.
In questo caso il segnale digitale puo essere pensato come se fosse ottenuto dal solo campionamento.
L 'operazione di campionamento indicatanellaFig. 1.7 fornisce quindi il segnale " (ﬁ ) che puo essere

analizzato in tempo continuo secondo la schematizzazione in Fig. 1.9 (Modulazione di una successione
di impulsi di Dirac di area unitaria e periodo T).
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et

'

pet

ARARRRARAINN

1 T 2T 3T 47 KT
2ty
i
L T 0 R ]
[ }
1]
4]
ﬂl"[
—
0 T 2T 3T 4T ET

Figure 1.9: Campionatore ideale. Segnale campionato come modulazione di impulsi unitari di periodo T.

Il segnale campionato e” (ﬁ ) e analiticamente espresso nella seguente maniera:

e’(t) = e(t) - p(t)
in cui con p(t) abbiamo indicato la successione di impulsi unitari.

Con riferimento allaFig. 1.10 ci chiediamo ora quale relazione esistatra E(s) (T.d.L. del segnale
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analogico) ed £ ( 5) (T.d.L. del segnale campionato).

;
o O)gc i(ﬂ >

F¢e)
= E(s)

Figure 1.10: L-trasformata del segnale campionato.

L-trasformando s ottiene

B*(s) = Lle(t) -p(t)] = E(s) « P(s)

dovecon# s éindicato il prodotto di convoluzione. Ricordando quanto riportato circala convoluzione
nel dominio complesso in particolare quando una delle trasformate ha poli semplici s ottiene:

1 =
B*(s) = T E B(s - jr) (1.1)
incui §2 = E—J'rr(‘alapulsazionedi campionamento.

T

Si noti cheE"(S) risulta essere periodica di periodo j'ﬂ , infatti ponendo nellal.ls = 51 — j‘ﬂsi

ottiene;
] =
B(s1 — 300) = T Z Elsy — jir + 1)} = E"(51)

next | | up previous
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Analogico/Digitale

Condizioni e limiti della trattazione

In quanto segue sl assume che
1. Tutti i blocchi rappresentano organi lineari tempo invarianti.
2. |l periodo di campionamento T € costante.

3. L'effetto dovuto ala quantizzazione del segnale nella conversione A/D e trascurabile. Infatti se s
rappresentail segnale con un numero di digit sufficientemente elevato, tale effetto puo essere
considerato come un segnale che si sovrappone a segnale utile.

Domenico Prattichizzo
Mon Jun 23 00:54:56 MET DST 1997
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Teorema del campionamento di Shannon
Aliasing

Il gquesito che ci poniamo a questo punto € il seguente: dato un segnale continuo &(t), con quale criterio scegliamo
la pulsazione di campionamento £ (e quindi il periodo di campionament T) in modo che il segnale campionato
e (ﬁ:l contenga tutte le informazioni contenute in e(t)?

Si intuisce che il periodo di campionamento {1 sarain gualche modo legato allarapidita di evoluzione del
fenomeno rappresentato dal segnale e(t).

Si intuisce inoltre che il segnale campionato e (ﬁ ) sara stato correttamente campionato quando da in qualche

modo puo essere " ricostruito” e(t).
Per rispondere a quesito sopraindicato, prendiamo in considerazione un segnale da campionare e(t) avente uno

Spettro limitato in frequenza (o a banda limitata) come mostrato in Fig. 1.11.

4 [ECo)]

Figure 1.11: Possibile spettro di un segnale e(t) a banda limitata.
Al di sopradellapulsazione i, , 1o spettro del segnale e(t) e nullo (cioé e(t) non contiene nessuna componente

frequenziae).

L o spettro del segnale campionato 2" (ﬁ) s ottiene dalla 1.1 sostituendo jw a posto della variabile complessas.
1 Too
B jw)= z Blyw — ;rQ) (1.2)

r=—0a
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NellaFig. 1.12 ériportato sia (b) I'andamento dello spettro del segnale campionato (nel caso in culi {1 ,fr 2 = o0,)
che (a) 1o spettro del segnale da campionare.

4 B
1
a)
-
_':l-'lg U ':'JE al
. [E(Je)| /T
{ (i) B30/ T
AVAVAVAVARE
24l 8 —wg 0w 0 20

Figure 1.12: (a) Spettro del segnale da campionare e(t). (b) spettro del segnale campionato 2" (ﬁ) nel caso di
0/2 = w,.

Nello spettro del segnale campionato la componenete |E(jw)|/T prende il nome di componente primaria, mentre
tutte le altre componenti |E(}' W — Tﬂ) | ,.frT con’ 5'9 N prendono il nome di componenti complementari.

E da sottolineare il fatto che la scelta di una pulsazione di campionamento {1tale cheﬂf? > W, eessenzialein

guanto tiene separate nello spettro le varie componenti che si presentano come la ripetizione della componente
primaria.

Nel caso in cui lacondizione§1 ,J'{ 2 = 1, non fosserispettata il segnale campionato avrebbe uno spettro come

quello riportato in Fig. 1.13.
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i [B(ie)|
1
a}
-
—ug O Wg &
*I
LIECGeo)
b}
-
— I'.'.JE ﬂ ,;,JE D 2‘-_.!
(/2

Figure 1.13: (a) Spettro del segnale da campionare e(t). (b) spettro del segnale campionato 2" Iitj nel caso di
0/2 < w,.

L e singole componenti spettrali (primaria e complementari) si sovrappongono parzialmente e si combinano per
formare |o spettro risultante. Da quanto sopra, si deduce che se, e solo se la condizione {1 ,Ir 2 ™ 1, ésoddisfatta

(Fig. 1.12), non si ha sovrapposizione ed e posibile distinguere la componente primaria da quelle complementari

nel segnale campionato. In queste condizioni, se il segnale campionato e (ﬁj viene mandato in ingresso ad un

filtro ideale di spettro opportuno e possibile ricostruire il segnale originario e(t) a partire dal segnale a dati
campionati.

L e considerazioni precedenti sono riassunte nel Teorema del campionamento o di Shannon:

Teorema 1 Sia @ = 27 /T la pulsazione di campionamento [detia anche
pulsazione dt Nyguist) ove T ¢ il periodo di campionamenio, e sia ws la pi
alta componente spetirale del segnale continuo e(t) da campionare. [l seqnale
e(t) é completamente ricostrutbile a partire dal segnale campionato e*(kT) se
le pulsazione di campionamento ¢ maggiore del doppio dedle pulsazione w,,

/2= w,.
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In quanto segue si approfondisce il fenomeno legato al processo di campionamento quando le condizioni del
teoremadi Shannon non sono rispettate. || fenomeno di sovrapposizione descritto in Fig. 1.13 prende il nome di

aliasing. In altri termini I'aliasing corrisonde alla generazione (dopo |'operazione di campionamento) di nuove
componenti spettrali nel range di frequenza della componente spettrale (primaria) di partenza.

Conriferimento allaFig. 1.13 siaii#1, una pulsazione compresanel campo di pulsazioni in cui la componente
primaria ed una componente complementare si sovrappongono. Per tale pulsazione ¢4 esistono quindi sia
un'armoni ca appartenente alla componente primaria che una " "nuova' armonica appartenente alla componente
complementare . In questo caso il segnale tempo-continuo ricostruito a partire dal segnal e tempo-discreto per

mezzo di un filtro passa-basso ideale non sarebbe in grado di ricostruire con fedeltail segnale di partenza e(t). In
particolare si perderebbero informazioni relative alle alte frequenze del segnale.

Una condizione necessaria per |'applicazione del Teoremadi Shannon e che il segnale da campionare sia
passa-basso. Considerazioni pratiche ci insegnano pero cheil segnale e(t) da campionare, anche per la presenza di
disturbi (generalemente ad alta frequenza), ha una banda molto ampia se non infinita.

Per evitare il fernomeno dell'aiasing che sarebbe percio inevitabile € quindi opportuno (pre-)filtrare il segnale e(t)
primadel campionamento con un filtro anti-aliasing come descritto in Fig. 1.14 dove si e indicato con é(ﬁ) il

segnale da campionare.

it Filtrao =0+ O>$ T St
> Anti-Alasing » G >

Figure 1.14: Filtro anti-aliasing.

Risultati soddisfacenti si ottengono con filtri passa-basso con sufficiente attenuazione (e.g. -40 db ed oltre) per

w = /2.
Esempio 1 Siimmagini di voler campionare un segnale:
eft)=e"

Lo spettro del segnale sl ottlene diagrammando:

1 1

D Y

Usando Matlab 1l diagramma pud essere ottenuto nel modo seguente:

[B(jw)| = [Ele™ =5l = I(

0,50,101)
size (w)) -/ (y Fw+1)

=7 w= linspace
=7 femp= ones

1 ¥y

s —
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> M=abs [Temp)
> plot (w,m)

Lo spettro del segnale campionato e*(t) sl ottiene diagrammando:

[E”(jw)| = |B(2):=cs ]

dove B(z) & la Z-trasformata della funzione e(t).
Poiche (T= periodo di campionamento)
7
F —

(2) g—e 7T
21 ha che _

)i e

()| = | o]

Usando Matlab lo spettrodel segnale camplonato pud essere ottenuto nel
modo seguente:

> w= linspace (0,400,801};

== T=0.12586;

> temp=exp (y * T *w) fedot [ (exp(y * T * w)- exp (-T));
>> m=abs (temp);

> plot (w,m)

Con le istruzioni sopra riportate sl ottiene lo spettro corrispondente ad una
pulsazione di campionamento 2 = 50 rad/sec (T = 0.1256 sec).
Ponendo T = 0.0628 sec. 81 pud ottenere lo spettro per 2 = 100 rad/sec.

next [ | up previous

Next: Laconversione D/A. Ricostruzione Up: Sistemi di controllo digitale Previous. Condizioni e limiti della

Domenico Prattichizzo
Mon Jun 23 00:54:56 MET DST 1997
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next | | up previous

Next: Strumenti matematici: La Z-trasformata Up: Sistemi di controllo digitale Previous. Teoremadel
campionamento di

La conversione D/A. Ricostruzione del
segnale

Come abbiamo gia accennato, laricostruzione del segnale continuo dal segnale campionato, nella pratica
del sistemi di controllo atempo discreto viene effettuata con il convertitore D/A.

Poicheil filtro ideale di cui si € parlato in precedenza non é fisicamente realizzabile e poiché i sistemi
(tempo-coninuo) da controllare devono essere pilotati con segnali atempo continuo, i convertitori D/A
sono tipicamente del ricostruttori (detti anche comunemente circuiti di filtro o di tenuta).

Ess s ottengono dall'espansione in serie di Taylor del segnale e(t) nell'intorno del punto t=kT

e(t)=e(kT) + |dz(;)|r:w(ﬁ —kT)+---

Il numero di termini derivativi utilizzati definisce I'ordine del ricostruttore.

Vediamo orai ricostruttori piu usati:
Ricostruttore di ordine zer o (ZOH: zero order hold)

E il pit diffuso per la suasemplicita 1l legame ingresso-uscita risulta
e(t) = e(kT) vt € [kT,(k — 1)T].

Laricostruzione del segnale avviene approssimando con e(KT), i valori assunti da e(t) per t compreso tra
due campioni successivi KT ed (k+1)T.

Per il ricostruttore di ordine zero, come per gli altri ricostruttori € possibile determinare lafunzione di
trasferimento continua, nell'ipotesi di considerare il segnale campionato in ingresso come una sequenza
di impulsi di Dirac di valore pari ae(kT).

Indicando con g(t) larisposta del sistema (nel caso in esame il ricostruttore di ordine zero) all'impulso
unitario & I:ﬁ ) al'istante t=0, e noto che laF.d.T. G(s) € datada G(s)= L[g(t)], cioe dalla L-trasformata

dellarispostaimpulsiva.
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(T
‘Q

-
) T +

Figure 1.15: Rispostaimpulsive del ricostruttore di ordine zero.

In Fig. 1.15 eindicatalag(t) del ricostruttore di ordine zero la cui espressione risulta:
g(t) = 1(t)— 1(t = T)

dove conl ( - ) s eindicatalafunzione gradino. L-trasformando s ottiene:

G(hro = L[(1) — 1(t—T) = L= ez 2120y 5

s 5 5

Lafunzione di risposta armonica del ricostruttore di ordine zero pud essere ottenuta sostituendo jw ad s
nella1l.3. S ottiene:

. 1] — g= 3T E_I:T r;?h;T — e_-;_T
GRG(}'W) = . = ( _ ) —
Juw S
Ee_jzﬂ eh:T — E_I:ET Ee_-;T wi sen(wT/2) CiuT
= : _ = —sen(—) = I
1w 2} 1w 2 w2

Il modulo dellafunzione di risposta armonicarisulta quindi essere:
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. sinfwTl/2)
& =T
Il guadagno statico risulta:
Grols0)[ =T

L'andamento in scala lineare del modulo in funzione di w eindicato in Fig. 1.16 ottenuta con il seguente
m-file di matlab.

W86 arnres. m

Weomfile per Matlab

pul scanp=10;

T=2*pi *pul scanp;

w=l i nspace(0, 2* pul scanp) ;

t enp=zeros(1, | ength(w));

for i=1:length(tenp),
temp(i)=(1-exp(-j*wW(i)*T))/(j*Wi));

end

for i=1:length(tenp),
m(i)=abs(tenmp(i))/T;

end

pl ot (w, m;

x|l abel (*w (rad/sec)');

yl abel (' abs(G RQjw/T);

b.01 T T T T T T T T T

b.0DOB

D.DDBE

b.ooOv

b.DDE

D.0DE [ -

abelE ACw)T

b.0D4 N

D.0DO3

D.0DZ

0.001

o 1 1 1 1 1 1 1 1
o 2 4 & B 10 12 14 18 1B 20
w (radienc)
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Figure 1.16: Rispostaarmonicadi GRD(}.W)/T .

Ricostruttoredi ordine uno (FOH)

Tradue campioni successivi e(k) ed e(k+1) il ricostruttore di ordine uno fornisce in uscita un segnale
(approssimazione di e(t)) che é funzione non solo del campione g(k), ma anche del campione e(k-1) (per
Il calcolo della derivata).

NellaFig. 1.17 eindicata laricostruzione del segnale che s effettua secondo |a seguente relazione
INngresso-uscita

e(k)—elk—1)
T

elt)=elk)+
alQw

(t — kT)

'

-

0 T 2T 3T 4T +

Figure 1.17: Segnalericostruito (a partire dal segnale digitale) per mezzo di un ricostruttore di ordine
uno.

NellaFig. 1.18 eriportata larispostainpulsive g(t) del ricostruttore di ordine uno lacui F.d.T. risulta

Gri(h) = IETS(I ~ E_JTJE (1.4)

s
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(1)
‘9

Figure 1.18: Risposta all'impulso unitario del ricostruttore di ordine uno.

Tragli altri ricostruttori si ricordano
e Ricostruttoredi ordine frazionario che e unavariante del ricostruttore di ordine uno.

« Ricostruttore "ad uscita continua'" che viene utilizzato per eliminare le variazioni repentine del
segnale ricostruito che potrebbero sollecitare eccessivamente |'attuatore.

next | | up previous
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Next: Operatore ritardo (unitario) Up: Sistemi di controllo digitale Previous: La conversione D/A.
Ricostruzione

Strumentl matematici: La Z-trasformata

LaZ-trasformata, nello studio del sistemi discreti, giocalo stesso ruolo della L-trasformata nello studio
del sistemi continui.
Il segnale discreto, come si e visto, € sostanzialmente una sequenza di valori reali (KT) che pud essere

schematizzata come una sequenza di funzioni impulsive di ““area” e(kT). Si abbia quindi il segnale
discreto

4

()= Y e(kT)5(t — kT)

k=0
e calcoliamone la L-trasformata
L(e* () = [§° T e(KT)6(t — KT)e*'dt = .y
T2 e(RTY [P 6(t — KT di = T2, e(KT)e~*T. (1.5)

-

Ponendo nella precedete & = & s ottiene la Z-trasformata di " (ﬁ) :

(]

sle(t)) = Bl2) = > e(kT)2™" = L["(t)].or=,. (1.6)

k=0

Il calcolo della Z-trasformata di una funzione campionata o di una sequenzadi valori reali e(kT) e
ricondotto al calcolo del valore della serie di potenze 1.6, valore che € in genere facilmente determinabile

e che, per le funzioni piu comuni, € disponibile in tabelle pre-cal colate.

Si noti che tutte le funzioni che negli istanti di campionamento assumono gli stessi valori, hanno la stessa
Z-trasformata.

Vediamo oradi determinare, atitolo di esempio, alcune Z-trasformate di semplici funzioni.

Funzione a gradino: Z[1(t)]
E[l(ﬁ)]: 1—|—1-g_1_|_1 .3_2_|_...

Laserie geometricain &~ 1 converge a valore
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1 Z

()] = —= = —

a1 2

Si ricorda che la Z-trasformata e definitain unaregione del piano complesso z detta dominio di
convergenza. In questo caso S ha convergenza e per |7>1.

Funzione esponenziale: & |e®']

E[Em] — 1 4 EuTg—l 4 EE&TE—E 4.

Laserie geometricain gL 51 converge al valore:

1 b
1 _ _
A=) = 1 —eeTy=1 5 eoT

ed il dominio di convergenzaé| #| = E_Rewrﬂj).

Nellatavola 1.1 sono riportate le Z-trasformate di alcune funzioni assieme alle corrispondenti
L -trasformate.
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/() F(s) F(z)
6(t) ! 1
z
1(ﬁ) 1/(5 7—1
(z—-1]
2 L T33|:3+1:|
i f? £ z—-1)
(k1 k=1 li {yk—1 28" z
o F lmﬂ*':'(_ ) E.'u""_i[:a—ﬁ'_"T
_n]' 1 #
€ s+a z—e=2T
a1 1 Tze 7T
tE |:J+IJ:|2 I:E'—E'_"sz
k _—at H k_at z
tte (stale it (_1) Euk‘[z—e“’T]
] — g™ n 3{1-e* )
sletal (2—1)z—e27)
E_ﬂf _ E_b]' b—n [E_a T_E_&Tjg
[ralls+8) F—e= T =e=%T)
] a zain ol
Slﬂ(ﬂt) PN z3—2zcoz 0T+1
P 7l7 —cozaT)
CC'S(EH) PERS 2%—1zcos aT+1
e~ sin(bt) | ——s e et
(44n0)% b2 g2tz 3T cpatT4e— =T
ot i+ 23— ze " ToabT
= CDS(EI'ﬁ) [s+0)* b3 2i-2ze " TooabT4e— 8T
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Table 1.1: Trasformate Se Z per le funzioni piu frequenti.

o Operatoreritardo (unitario) .=

Domenico Prattichizzo
Mon Jun 23 00:54:56 MET DST 1997
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next | | up previous

Next: About this document Up: Strumenti matematici: LaZ-trasformata Previous: Strumenti
matematici: LaZ-trasformata

Operatore ritardo (unitario) =

| potizziamo ora di avere una sequenza di valori come indicato
E"(lﬂ) = ]_] E'[:T) = ]_5, E(ET) — I:|5] E(3T) — 2] E"[:‘Q:T) — ...

e di non conoscere lafunzione del tempo da cui tali campioni sono stati ottenuti. Ci chiediamo ora quale
sialaZ-trasformatadi tale sequenza. Applicando la 1.6 si ottiene facilmente che

E(z) = D2 e(kT )27 =
1 +1522 40527 427394027+ =
1+ 1.5z +0.57% 432572
Si noti come le potenze di & ~Lindichino la " "posizione" del campione nella sequenza.

Supponiamo ora di costruire il segnale&'y [:K T) ritardando |a sequenza e(kT) di un periodio T. Lasua

Z-trasformatarisulta essere

51(3) — 04 2141527 +0.527 %4227 =
g1+ 1527 40557 4+ 2577 =

1B 2)

1

Lamoltiplicazione per .z~
campionamento.

corrisponde quindi aritardare la sequenza di partenzadi un periodo di
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Footnotes

...&(kT)
Con g(KT) si indicail valore del campione (uscitadel campionatore)all'istante KT (k-esimo istante
di campionamento). Nel seguito potra essere usata la notazione e(k) tralasciando T.

...ottiene

Essendo la g(t) nulla per t<0, la successione di impulsi unitari p(t) puo essere considerata estesa
anche a semiasse negativo dei tempi.
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...Spettro
Data una e(t) per cui esistono sialatrasformatadi Laplace L[e(t)] che latrasformata di Fourier
F[e(t)] s hache:

31#31

(Latrasformatadi Fourier coincide con latrasformata di Laplace calcolata sull'asse immaginario).
Indicando con E(s) latrasformata di Laplace di e(t) ne consegue che E(jw) coincide con la
trasformata di Fourier. La rappresentazione grafica dellatrasformata di Fourier prende il nome di
spettro. In particolare essendo 32#32 si hasialo spettro di ampiezza (|E(jw)|) che quello di fase
33#33
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...complementare

Si noti chetale " "nuova" armonica non esisterebbbe se fossero rispettate le condizioni del teorema
di Shannon.
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Introduzione

L'utilizzo della Z-trasformata consente di risolvere un' equazione alle differenze che descrive la dinamica
di un sistemadiscreto, semplicemente risolvendo un'equazione algebrica.

L 'applicazione della Z-trasformata ai sistemi lineari discreti consente di introdurre il concetto di funzione
di trasferimento.

Si riprendono ora alcuni concetti legati all'analisi dei sistemi di tipo digitale. Il fine di questo capitolo
guello di fornire degli strumenti per il progetto del sistemi di controllo digitale date e specifiche di
progetto nel tempo (tempo di salita, massima sovraglongazione ...) o in frequenza (banda pasante, picco
di risonanza...).
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La trasformata Z

next | [ up || previous contents

Next: Proprieta della Trasformata Z Up: Tecniche di controllo per Previous: Introduzione

La trasformata Z

Sia data la successione:

A0y Tdg T2y e o wg Thog o vy
ed una qualsiasi funzione fz dellavariabile complessa z. E quindi possibile associare alla successione la
Serie Formale

m u]

Zﬂkfk(?f]-

k=0

Alcuni esempi di serie formali sono di seguito riportate:

Z a;.rli:-;kfi'!], Z apz ", Z arcos(dmbz], ...
k=0 k=0 k=0
L a Z-trasformata della successione ' & definita come quella particolare serie formale con fi.(z] = z*:
Glag) = > awz". (1.1)
k=0

E semplice verificare che I'operatore di Z-trasformazione & lineare nello spazio delle serie numeriche o
del segnali adati campionati.

Al fine di rendere utilizzabile (in termini analitici) I'operazione di Z-trasformazione e importante
garantire che sia soddisfattala convergenzadella serie (1.1) che definisce la Z-trasformata. |1 seguente

Teoremadi Convergenzaci vienein aiuto:

Teorema 1 Lo serie S{ag) converye assoflutamente afi’esternc dy wna circon-
ferenza ot raggie

r = maz( Im :I||cr,:¢||}? oppire r = mar( hm ]||m¢+1 IP

k— oo — 00 d i
Poiche la Z-trasformata e solo uno strumento analitico di analisi dei segnali digitali, € estremamente
importante che |'operatore di Z-traformazione goda della proprieta di Invertibilita. Cioé ad una funzione
dellavariabile complessa z deve corrispondere uno ed un solo segnal e tempo-discreto. Cio e garantito dal
Teoremadi antitrasformazione:
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La trasformata Z

Teorema 2 Data wna funzione Glz) analitica nella regione ||z|| = r, esiste ed
¢ wunica {0 swccessione glk) tafe che Glz) = Z(g(k]), e

1

= — ¢ 24 1G(2)dz
imy Jr

glk)

essendo ' wng curva semplice, cAtwsa, antioraria, giocente nelfa regrone ot con-
vergenza e contenente [lorigine,

Leregioni di convergenzadei segnali tempo discreti che si incontrano pit comunemente sono riportati
nellatabellal.l

flE)perk > 0 | Z-trasformata
1
1 1—zg-1
k 1
d 1—nz—1
-1
k 1—33‘1 2
i s 14271
[1-s71 )
i ﬂnx_l
&

Table 1.1: Trasformate Se Z per le funzioni piu frequenti.

e Proprietadella Trasformata Z Monolatera
0 Teoremadel valoreiniziae

o Proprietadi trasazione:

o Teoremadel valorefinae
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Proprieta della Trasformata Z Monolatera
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Proprieta della Trasformata Z Monolatera

In questo paragrafo s riportano brevemente alcune proprierta findamentali della trasformata Z.

o Teoremadel valoreinizide

o Proprietadi traslazione:

o« Teoremade vaorefinae
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Teorema del valore iniziale

next | [ up || previous contents

Next: Proprietadi traslazione: Up: Proprieta della Trasformata Z Previous. Proprieta della Trasformata
Z

Teorema del valore iniziale

Flz] = f(0) + f(1)z" + f(2)x~* + f(3)277

Fl0) =lim; Flz)
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Proprieta di traslazione:
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Next: Teoremadel valorefinale Up: Proprieta della Trasformata Z Previous. Teoremadel valore
iniziale

Proprieta di traslazione:
Gglk)) = Z(f(F+1)) =30 flE+1)27F
=7 3o b+ 17" =2 (00, flk)a = — f(0))

= zF(z) — =z f(0]

ein generae,
Zglh) = ZUf(k +m)) =57 Flz) = Y f(5)a™
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Teorema del valore finale
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Teorema del valore finale
GLfE+1) = f(E]] = limomoso 3opmolfIE+1) — f(£)]27F
(z =1 F(z) =2 f(0) =limmoo Pag[flE+1) = f£)]F
hmzsi((z —1)F(z) —2 f(0)) = mmo[f(m +1) — f(0]]

floo) =lmpmoe flm + 1) =hm 10z — 1) F(z)
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Antitrasformazione
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Antitrasformazione

Per antitrasformare unafunzione della variabile complessa z, e quindi ritornare nel dominio del tempo si
utilizzano tipicamente i seguenti metodi.

« Metodo delladivisione (1.3.1);
« Metodo della scomposizione in fratti semplici (1.3.2);
« Metodo dell'integrale (1.3.3.

« Metodo delladivisione

« Metodo della scomposizionein fratti semplici
« Metodo dell'integrale

« Corrispondenzatrale variabili complessese z

o Caratteristiche della corrispondenza
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Metodo della divisione
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Metodo della divisione

Latrasformata Z di un segnale e rappresentata da un rapporto di polinomi. Con questo metodo per .
passare nel dominio del tempo s divide direttamente il numeratore di F(2) per il denominatore di F(2). E
ovviamente unadivisione tra polinomi.

Esempio 1

z~1 -3

Fla)= =77

Trovare la successione f(E) a cul corrisponde la Fiz).
S1 trasformi la Flz) nel seguente modo:

—3z % 4z

Flz) = .
#) = S

Eseguendo la divisione tra polinoml s ottlene:

Flz) = —3 =5z~ 1 —Tz7% —0z7%* - 11z7%,
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Metodo della scomposizione in fratti semplici

next | [ up || previous contents

Next: Metodo dell'integrale Up: Antitrasformazione Previous. Metodo delladivisione

Metodo della scomposizione in fratti semplici

Questo metodo e probabilmente il pit conosciuto per |'antitrasformazione. La Z-trasformata che e un
rapporto tra polinomi puod essere scompostain fratti semplici.

Flz) = Filz) + Falz) + Falz) +... 4+ Fyl=],

dove g e il numero di poli distinti dellafunzione F(z) che deve essere strettamente propria (grado del
numeratore minore del grado del denominatore. Ogni funzione F; { z ] della espansione in fratti semplici e

unafunzione elementare che hail polo locato in z=a e puo essere di grado uno, due .... Le funzioni
elementari F(2) sono scritte in modo tale chei loro termini siano nellaforma riportata nella tabella 1.2

Termine della Z-trasformata | Serie temporale
1 k-1
Z—0a o
Fs k-1
— ko
z(z40a] ,;;zﬂk—i
(z—a)®
(2% $4az4a”) |
(i al® Ea
#(z% $11az"411a%4a%) X k—1
(s—a ’

Table 1.2: Antitrasformate dei termini elemntari.

Lafunzione elementare, relativa allasingolaritaa; , della scomposizione in fratti semplici assume la
forma

+E'1—_:

dove icoefficienti f1 , b4 ef= sono calcolati con i metodi standard. Ad esempio:
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Metodo della scomposizione in fratti semplici

. (3 _"-T:':IE' .
ba = #lz + ay) Flz)

Esempio 2 Determinare f(k) data la sua Z—trasformata

—3z" 4 2

#a —dz? 4 By — 27

Fiz) =

Foiche la F(z) non & strattamente propria, si deve ezseguire una divisions tra il
numeratore ed il denominatore

—11z* + 15z — 6
o —dx? 4 5z — 2

Fiz)=-3+

F{z) ha un polo singole in # = 2 ed un polo depple 1n # = 1. Facendo una
espansione alle frasionl parsiali 21 ottiene

b1 1

Fiz) ——3+53m+51(z_1] +cl(z—2]'

Ezeguendo 1 caleoll 81 ha che
EJ;[ :TEIQZE, I:j_:El:I,

e quindi

flk) =10; £ 0

fl0) =13 £ =10

FUE) = 2E(1)F1 4 7(1)F1 —20(2)F!

= 2k + 7 —2002)%-1, Pl
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Metodo dell'integrale
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Metodo dell'integrale

Latecnica piu generale per ottenere I'inversione della Z-trasformata € il metodo dell'integrale di
inversione. Questo metodo utilizza alcuni concetti della teoria delle variabili complesse che non verranno
trattati nelle presenti dispense. E sufficiente ricordare che laformula dell'integrale di inversione e

1 ~1
flk] = o ‘#J;F[z]zk dz.

Domenico Prattichizzo
Wed Jun 25 08:08:49 MET DST 1997

http://www-dii.ing.unisi.it'~domenico/ebook-tds/ctrldig/node12.html [19/05/2000 9.51.41]



Corrispondenza tra le variabili complesse s e z
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Corrispondenza tra le variabili complesse s e z

Il segnale a dati campionati puo essere visto come una successione estratta da un segnale tempo
continuo. Con questo approoccio si puo studiare la corrispondenzatralatrasformatadi Laplace e la
trasformata Z.

La successione estratte oz, € ottenuta per campionamento della g(t) con periodo di campionameto pari a
T. Per formalizzare questo concetto ci S avvale dellafunzioned di Dirac:

o = g(&T) = fm glt)d(t — ET)dt.

oo

La Z-trasformata della Successione Estratta &

Seessteil limite

0

G(z) = lim ig(&ﬂz-“% = fmg[rjz-fafr
k=0 o

ponendo

z =T

S ottiene che latrasformata Z coincide con latrasformata di Laplace della successione estratta:
Glz) |;per = Llglt)) = Gls).

Si é quindi detto che c'e una corrispondenzatrale variabili complesse z ed s rispettivamente legate alla
trasformata di Laplace ed alla trasormata z,

z=e'T
dove T eil periodo di campionamento.

Il seguente m-file di Matlab consente di eseguireil plot riporato in Fig. 1.1 dove sono riportate, nel
semipianoI(z] = {'le curve che descrivono nel piano si luoghi a smorzamenti £ costanti ed i luoghi

con frequenze naturali w.,, costanti.

Matlab code - drag and drop:
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Corrispondenza tra le variabili complesse s e z

\ begi n{ quot e}\ begi n{verbati m
%80 nat frdnp. m
Weomfile per Matlab
axi s('square')
zgrid(' new )

plot([-1 1],[0 0])
plot ([0 O],[-1 1])

xl abel (" Re(z)")
ylabel ("I m(z)")

axi s(' normal ")

hol d of f

Matural fragquancy and damping lod in 2-plan=

Imiz)

o4 0.6 o.8

Amiz)
Figure 1.1: Luoghi afrequenza naturale e smorzamento costanti (piano s) nel piano dellavariabile
complessa z

« Caratteristiche della corrispondenza
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Caratteristiche della corrispondenza #tex2html_wrap_inline3550#

next | [ up || previous contents

Next: Sistemi adati campionati Up: Corrispondenzatrale variabili Previous: Corrispondenzatrale
variabili

Caratteristiche della corrispondenza z = ¢*7

Larelazionez = e*'T mappa laregione di stabilita del dominio tempo-continuo nel cerchio unitario del
piano z che diventa quindi laregione di stabilita per i sistemi tempo discreti. Inoltre

e 1 =7, guindi laregione prossima al punto z=+1 corrisponde (nel piano s) alaregione

prossima a s=0 polo nell'origine;

« Lalocazione delle singolarita nel piano z dainformazioni sulle riposte del sistema normalizzate
rispetto a tempo di campionamento;

o Lelineeverticali del semipiano stabile del piano s st mappano su delle circonferenze all'interno del
cerchio unitario nel piano z

« Singolaritain prossimita dell'origine del piano z corrispondono a pulsazioni con modulo infinito
nel piano s. Cio implicache s avranno delle risposte impulsive che si esauriscono rapidamente.
Nel caso in cui il sistematempo-discreto abbia tutte le singolarita nell'origine si ottiene un filtro di
tipo FIR: Finite Impulse Response. Cioe la suarispostatransitoriasi esaurisce in un numero finito
di pass. A tal proposito s ricorda che per i sistemi tempo-continuo non esiste I'analogo del filtro
FIR in guanto non € possibile allocare fisicamente i poli del filtro in — o sull'asse reale del piano

S.
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Sistemi a dati campionati
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Sistemi a dati campionati

Si vuole controllare un sistema tempo continuo (motore, robot, impianto industriale, ...) utilizzando un
controllore tempo discreto (computer).

Si sceglie come convertitore D/A il dispositivo ~Zero Order Hold"

Lo schemaablocchi cui s fariferimento consiste di un controllore discreto C(z), seguito da un
convertitore D/A del tipo ZOH e da un processo tempo continuo da controllare. 1l tutto chiuso con una
retroazione unitaria negativa.

Effetuare un'amalisi del Sistemi a Dati Campionati corrisponde a studiare il sistema tempo continuo
facendo riferimento a suo modello tempo discreto.

Lafrequenza di campionamento deve essere piul alta della frequenza "massima’ del sistema. Il limite
teorico e fornito dal teoremadi Shannon:

J{E :_:b E_I{mnm-

Lafrequenza di campionamento € limitata superiormente dai limiti tecnologici (conversione A/D,
elaborazione del segnale numerico, conversione D/A). Si puo parzialmente rimediare atale
inconveniente realizzando dei codici in linguaggio macchina pittosto che con linguaggi ad alti livelli.

Si deve quindi calcolare la Z-trasformata della serie del convertitore D/A e del processo tempo continuo
P(s). Chiameremo questa trasformata P(z) che puo essere cosi calcolata

— T 3
FI:L":I = (I—PI:,SII) = |:1 —3_1]3 (P( :I) I:]..E:I

5 5

e IM-Esempio: periodo di campionamento
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iM-Esempio: periodo di campionamento
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IM-Esempio: periodo di campionamento

In questo paragrafo sl riporta un esempio per mostrare cosa succede quando si usano due diversi periodi
di campionamento.

1) Datalafunzione di trasferimento

1
7 =
)= T
compensata dal seguente controllore:
s+ 2
I = 70
L) s +10°

s determini larisposta al gradino del sistemain anello chiuso (retroazione negativa) per il sistema
continuo. Il seguente m-file generalarispostaimpulsivariportatain Fig. 1.2

Matlab code - drag and drop:
Ymfile: rinpsc. m

hol d of f

nunG=1; denG=[1 1 0];

Ko=70;

nunD=Ko*[ 1 2];

denD=[ 1 10];

num=conv( nunG, nunD) ;

den=conv(denG denD) ;

[ nuntl , dencl ] =f eedback(num den, 1, 1);
tf=1;

t=0:.01:tf;

yc=st ep(nunctl , dencl ,t);

axis([0 1 0 1.5])
plot(t,yc,'-"),grid

x| abel (' tenpo')

yl abel (' risposta al gradino, sistema tenpo continuo')
hol d of f

http://www-dii.ing.unisi.it/~domenico/ebook-tds/ctrldig/node16.html (1 di 6) [19/05/2000 9.51.44]



iM-Esempio: periodo di campionamento
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Figure 1.2: Rispostaal gradino di H-%

Quindi si effettui |a discretizzazione del sistema con uno ZOH ed una frequenza di campionamento pari a
20Hz e 40Hz. 1| campionameto a 40Hz fornisce una migliore approssimazione (discreta) dellafunzione
di risposta a gradino del sistemain retroazione, come si evince da un confronto dellaFig. 1.3 eFig. 1.4

generate rispettivamente con i seguenti codici Matlab.

Matlab code - drag and drop:
Ymfile: twenty. m

hol d of f

nunG=1; denG=[1 1 0];
Ko=70;

nunD=Ko*[ 1 2];

denD=[ 1 10];

num=conv( nunG nunD) ;
den=conv(denG denD);

[ nuntl , dencl ] =f eedback(num den, 1, 1);
tf=1;

t=0:.01:tf;

yc=st ep(nuntl , dencl ,t);
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iM-Esempio: periodo di campionamento

axis([0 1 0 1.5])

% digitale

W= 20; %Hz

T=1/ \;

[ nund, denGd] =c2dm( nunG, denG T, ' zoh' ) ;
a=2;

b=10;

nunDd=Ko*[1 -(1-a*T)];

denDd=[1 -(1-b*T)];
nunmd=conv( nuncd, nunDd) ;
dend=conv(denCd, dend) ;

[ nuntl d, dencl d] =f eedback( nund, dend, 1, 1) ;
N=t f *\W§;

yd=dst ep( nuntl d, dencl d, N) ;

td=0:T: (N-1)*T;

plot(td,yd,"'*")

hol d on

plot(td,yd,'-")

pl ot (t,yc)

x|l abel (' tenpo (sec)')

yl abel (' risposta sis. tenpo continuo e discreto (W=20)")
hol d of f
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iM-Esempio: periodo di campionamento
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Figure 1.3: Risposta a gradino del sistematempo continuo e tempo discreto. Frequenza di
campionamento: 20Hz.

Matlab code - drag and drop:
Ymfile: forty.m

hol d of f

nunG=1; denGs[1 1 0];
Ko=70;

nunD=Ko*[ 1 2];

denD=[ 1 10];

num=conv( nunG, nunD) ;
den=conv(denG, denD);

[ nuntl , dencl ] =f eedback(num den, 1, 1);
tf=1;

t=0:.01:tf;

yc=st ep(nunctl , dencl ,t);
axis([0O 1 0 1.5])

% digitale
W= 40; % Hz
T=1/ \W;

[ nuntad, denGd] =c2dn{ nunG, denG T, ' zoh');

http://www-dii.ing.unisi.it/~domenico/ebook-tds/ctrldig/node16.html (4 di 6) [19/05/2000 9.51.44]



iM-Esempio: periodo di campionamento
a=2;
b=10;
nunDd=Ko*[1 -(1-a*T)];
denDd=[1 -(1-b*T)];
nund=conv( nuntd, nunDd) ;
dend=conv(denCd, denDd) ;
[ nuntl d, dencl d] =f eedback( nund, dend, 1, 1) ;
N=t f *\W\8;
yd=dst ep( nuntl d, dencl d, N);
td=0:T: (N-1)*T;
plot(td,yd,"'*")
hol d on
plot(td,yd,"'-")
plot(t,yc)
x|l abel (" tenpo (sec)')
yl abel (' risposta sis. tenpo continuo e discreto (W=40)")
hol d of f

1.4 T T T T T T T T T

o o o ~
f - [} 2] - Pl
1 I I I I
1 | | |

Hsposta sls. tempo cortinue e discrets (Wa=40)

=

P
T
1

o 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Q o1 02 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 o 0" 1
tampn (s8]
Figure 1.4: Risposta a gradino del sistematempo continuo e tempo discreto. Frequenza di
campionamento: 40Hz.
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iM-Esempio: periodo di campionamento
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Dalla L-trasformata alla Z-trasformata

next | [ up || previous contents

Next: Tecniche di discretizzazione approssimate Up: Tecniche di controllo per Previous. iM-Esempio:
periodo di campionamento

Dalla L-trasformata alla Z-trasformata

Rimane quindi darisolvereil problemadi calcolare la Z-trasformata di El.;il , cf.(1.2). Per fare cio

esistono delle tecniche esatte come la
 zero order hold equivalence
e delle tecniche approssimate
« metodo di Eulero
« matched Z-transform
« trasformatadi Tustin
« traformatadi Tustin con il prewarping
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Tecniche di discretizzazione approssimate

next | [ up || previous contents

Next: Metodo di Eulero Up: Tecniche di controllo per Previous: Dalla L -trasformata alla Z-trasformata

Tecniche di discretizzazione
approssimate

o Metodo di Eulero

« Matched Z Transform

o Esempio

« Integrazione numerica: metodo del trapezi

e Trasformazionedi Tustin

o Distorsione Armonica

e iIM-Esempio: Confronto tralaMZT elatrasformatadi Tustin
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Metodo di Eulero
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discretizzazione approssimate

Metodo di Eulero

Con il metodo di Eulero semplicemenete si approssimala derivata del segnale y(t) per t=kT con il
rapporto incrementale per il precedente periodo di campionamento

y(£T) —gy((d - 1)T)
- .

Per ottenere I'equazione alle differenze si pud sostituire direttamente questa approssimazione
nell'equazione differenziale che governail sistema

y(£T) =

Domenico Prattichizzo
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Matched Z Transform
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Matched Z Transform

E ancora unatecnica di discretizzazione approssimata che segue perd un diverso approccio.

In particolare con la matched z transform si fanno corrispondere agli zeri ed ai poli dellaf.d.t. G(s), gli
zeri ed i poli dellaf.d.t. discreta G(2) calcolati secondo la corrispondenzaz = « T

Sebbene si parta da una G(s) propria, € possibile che dopo aver portato a termine questa operazione si
ottenga unafunzione di trasferimento in zin cui il grado del denominatore sia maggiore del grado del
denominatore. Per ovviare a questo inconveniente si devono aggiungere a numeratore tanti termini del

tipo{1 + z~1]fino aquando lanuova G(z) non risulti essere propria.

Inoltre con questatecnica di discretizzazione si deve porre attenzione al guadagno statico che non viene
conservato con latrasformazione. Si deve quindi premoltiplicareil filtro numerico ottenuto con un
fattore correttivo:
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Esempio
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Matched Z Transform

Esempio

Con riferimento allafunzione di trasferimento G(s) ed a suo controllore D(s) dell'esempio interattivo
1.4.1, in questo paragrafo mostreremo la differenzatrale due precedenti tecniche di discretizzazione:

Eulero e Matched Z Trasform.

Al sistemain retroazione negativaﬁ , discretizzato del con i due suddetti metodi ad una frequenza

di campionamento di 15Hz, sono associate le due risposte a gradino riportate in Fig. 1.5 e generate con il
seguente codice matlab.

Matlab code - drag and drop:

% Mfile: conparison. m
nunG=1;
denG=[1 1 0];

Ko=70;
nunD=Ko*[ 1 2];
denD=[ 1 10];

num=conv( nunG nunD) ;
den=conv(denG, denD);

[ nuntl , dencl ] =f eedback(num den, 1, 1);
tf=1;

t=0:.01:tf;

yc=st ep( nunctl , dencl , t);

axis([0O 1 0 1.6])
plot(t,yc,'-"),grid

hol d on

% digital

W= 15; % Hz

T=1/ \;

[ nuntd, denGd] =c2dn{ nunG, denG T, ' zoh');
a=2;

b=10;

% Meet odo di Eul ero
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Esempio
nunDd=Ko*[1 -(1-a*T)]
denDd=[1 -(1-b*T)]
nund=conv( nuntcd, nunDd) ;
dend=conv(den&, dend) ;
[ nuntl d, dencl d] =f eedback( nund, dend, 1, 1) ;

N=t f*Ws+1;

yd=dst ep( nuntl d, dencl d, N) ;

td=0:T: (N-1)*T;

plot(td,yd,"'*")

plot(td,yd,"'-")

x|l abel (' tenpo (sec)')

yl abel (' risposta al gradino, casi continuo e discreto')

% Mat ched Z Trasform

[ nunDd, denDd] =c2dnm( nunD, denD, T, ' mat ched" )
nund=conv( nuntcd, nunDd) ;
dend=conv(den&, dend) ;

[ nuntl d, dencl d] =f eedback( nund, dend, 1, 1) ;
yd=dst ep( nuntl d, dencl d, N);
plot(td,yd,"'o")

plot(td,yd,"'-")

hol d of f
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Esempio
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Figure 1.5: Risposta a gradino nel caso discreto (15Hz) con i metodi Matched Pole-Zero (o--- ) e di
Eulero (*---) e per il caso tempo continuo (---).
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Integrazione numerica: metodo dei trapezi
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Integrazione numerica: metodo dei trapezi

Siay(t) I'integrale di u(t) e y(KT) la sua approssimazione discreta. E possibile calcolare |'approssimazione
discreta (di y(t)) y(kT) utilizzando laformula dei trapezi:

y(ET) = g(T — T) + gmwj Fu(ET —T))

Laf.d.t.inzrisulta:

T 1
Wiz) = — T+
2 z—1
e larisposta armonica €;
: 1 T
WIZEIWT:I _ W/ .I'II

~ gw tan(wTf2)°

Laregoladei trapezi corrisponde all'operatore EIE nel caso continuo ameno di un fattore di distorsione.

L 'approssimazione considerata e valida se e soddisfatta la condizioine

wil
5 &1

dove con w s intendono le frequenze significative del segnale da da approssimare.
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Trasformazione di Tustin
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numerica: metodo del

Trasformazione di Tustin

Ricordando che I'operazione di integrazione corrisponde all'operatore 1/s, € possibile calcolare dal
precedente paragrafo la Traformata bilineare o di Tustin che mappasin z e viceversa secondo laformula
dei trapezi.

7z —1

s= =2 (1.3)
T z+1
14

P = — s, (1.4)
=5

L'uso dellatrasformazione di Tustin e di estremaimportanza nella discretizzazione del sistemi in quanto
essa permette di passare da espressioni polinomiali in s ad espressioni polinimiali in ze viceversa. Cio
non sarebbe possibile se s usasse la relazione esatta

g = e'T,

Latrasformazione di Tustin e unatrasformazione bilineare che
1. mappa cerchi in cerchi e
2. mappal'asse immaginario del piano s nella circonferenza di raggio unitario.

Quest'ultima proprita e rilevante in quanto preservalaproprieta di stabilita nel passaggio dal tempo
continuo a tempo discreto.

Esistono altre approssimazioni di = = ¢ *T" che non conservano la proprieta di stabilita.

Latrasformata di Tustin non presentail fenomeno dell'aliasing che é invece presente nellarelazione
I

=2
Latrasformatadi Tustin e unatecnicadi discretizzazione approssimata per ottenere un filtro numerico ed
in particolare data una G(s) il corrispondente filtro numerico €

Glz) = Gls] |

r—1
!_:I

- 1

o Distorsione Armonica
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Trasformazione di Tustin
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Distorsione Armonica
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Distorsione Armonica

Datauna G(jw), sl esegua latrasformazione di Tustin diretta (1.3), poi s torni a tempo continuo (in
modo esatto). Ladistorsione in frequenza che si genera con latrasformazione bilineare €

. T
w' = —tan(w—].

T 4

Cioé lagenericapulsazioneiw S trasformain i’ .

Ovviamente tutte le pulsazioni subiscono distorsioni ma quelle che pitl ci interessano sono le distorsioni
del punti di rotturadei filtri.

Seil filtro é passa basso, la sua discretizzazione potrebbe dare origine ad una distorsioine del punto di
rottura e quindi della banda passante. Per ovviare atale inconveniente si utilizzano delle tecniche di
predistorsione. Si effettua una predistorsione del filtro che una volta discretizzato compenserala
distorsione dellatrasformazione bilineare.

Letecniche di predistorsione prendono il nome di frequency prewarping:

Lasingolarita(z ) dellaf.d.t. G(s) e predistortacon lalegge

7 4T
¥ = Zan(I)

T 2
quindi si applicalatrasformatadi Tustin

G(z) = Gls) |

- - — 1 .
1 —1", ]_T-m

Si osservi che acausadel prewarping s perde la corrispondenzatrai guadagni statici, quindi dopo aver
eseguito la discretizzazione si deve premoltiplicareil filtro numerico con un fattore correttivo:

G(E—J |.'|:III
Glz] |

=1
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iM-Esempio: Confronto tra la MZT e la trasformata di Tustin
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IM-Esempio: Confronto tra la MZT e la trasformata
di Tustin

In questo paragrafo si esegue un confronto tra due tecniche di discretzzazione: laMatched Z Transform
(1.6.2) elatrasformatadi Tustin (1.6.5).

Si consideri lafunzione di trasferimento per un sistema passa basso del primo ordine:

]
=+ 5

e s esegua la discretizzazione con questi metodi alle pulsazioni di campionamento di 100rad/sec e di 20
rad/sec.

D) =

LeFig. 1.6 eFFig. 1.7 mostrano come entrabi i metodi si comportano bene per pulsazioni inferiori acirca
1/4 della pulsazione di campionamento.

Ovviamente nel caso in cui la pulsazione di campionamento e piu alta del punto di rottura quest'ultimo
sara accuratamente riprodotto anche dopo la discretizzazione.

Con una pulsazione di campionamento pari a 100rad/sec si ottengono le seguenti approssimazioni,
praticamente identiche.

Si confronti laFig. 1.6.

Con una pulsazione di campionamento pari a 20rad/sec si ottengono |e seguenti approssimazioni:

Si confronti laFig. 1.7.
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iM-Esempio: Confronto tra la MZT e la trasformata di Tustin

100 radfsee T=1M15 sec

T ——— .

Ampiezza

T 1g" T 10°

Freguenza (radfsec)

Figure 1.6: Effetto della discretizzazione con il metodo MZT e di Tustin con una pulsaione di
campionamento pari a 100rad/sec.
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iM-Esempio: Confronto tra la MZT e la trasformata di Tustin

20 radfsee T=1f3 sec

10" e +
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Figure 1.7: Effetto della discretizzazione con il metodo MZT e di Tustin con una pulsazione di
campionamento pari a 20rad/sec.

Il file Matlab che genera questi plot €

Matlab code - drag and drop:
% Mfile: nzttc. m

clg
w=| ogspace(-1, 2, 100) ;

| =l engt h(w) ;

% pi ano-s

nunm=S;

den=[1 5];

[ magC, phaseC] =bode( num den, w) ;
axis([-1 2 -2 0]);

figure(l)

| ogl og(w, magC, ' -")

yl abel (' Anpi ezza')

x| abel (' Frequenza (rad/sec)')
title('100 rad/sec T=1/15 sec')
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iM-Esempio: Confronto tra la MZT e la trasformata di Tustin

hol d on

% T = 1/ 15 sec
T = 1/ 15;

% MZT

nume. 143*[ 1 1];

den=[1 -.715];

[ magl, phase] =dbode( num den, T, w) ;

% Tusti ns

nume. 143*[1 1];

den=[1 -.713];

[ mag2, phase] =dbode( num den, T, w) ;

| ogl og(w, nagl, ' --',w, nmag2,"'-.")
hol d of f

% T = 1/3 sec
figure(2)

| ogl og(w, magC, ' -")

yl abel (' Anpi ezza')

x|l abel (' Frequenza (rad/sec)')
title('20 rad/sec T=1/3 sec')
hol d on

T = 1/3;

% MZT

nume. 405*[ 1 1];

den=[1 -.189];

Wp=Ww,

wp=wp(wp < 24);

[ magl, phase] =dbode( num den, T, wp) ;

% Tusti ns

nume. 454*[ 1 1];

den=[1 -.0914];

[ mg2, phase] =dbode( num den, T, wp) ;
| ogl og(wp, magl, ' --',wp, mag2,"'-.")
hol d of f
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Sintesi dei controllori discreti
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Sintesi del controllori discreti

Le specifiche per lasintesi del controllore possono riassumersi brevemente in specifiche sulla
. Stabilita;
e errorearegime,
« comportamento dinamico del transitoio:
o velocitadi risposta;
0 massima sovraelngazione.

Per i sistemi tempo-discreto oltre alle specifiche sopra elencate € possibile richiedere che il sistema abbia
risposta impulsivafinita

e Richiami sulletecniche di sintesi per i sistemi tempo continuo

« Controllo del sistemi discreti

o Metodo Andlitico
o Vincolo dovuto alla Causalita
o Vincolo dovuto ala Stabilita
0 Risposta mpulsiva

0 Rispostalndiciale

0 Risposta ala Rampa

« Metodo andlitico: sintesi
« |l metodo del luogo delle radici
o Proprieta del luogo delle radici
« IM-Esempio: sintesi del controllore (dal tempo continuo al tempo discreto)
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Richiami sulle tecniche di sintesi per i sistemi tempo continuo
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Next: Controllo dei sistemi discreti Up: Sintesi dei controllori discreti Previous: Sintesi del controllori
discreti

Richiami sulle tecniche di sintesi per | sistemi
tempo continuo

In questo paragrafo si richiamano le tecniche di sintesi studiate per i sistemi tempo continuo. Si vedrain
seguito che molto spesso si preferisce progettare il controllore tempo continuo per il sistema processo e
successivamente discretizzarlo con una delle tecniche viste in precedenza.

| controllori tempo continuo usati piu frequentemente sono:
o Controllori standard P, PD, PID;
« Reti ritardatrici (phase lag);
« Reti anticipatrici (phase lead);
« Reti lead lag,

ed gli strumenti per il loro progetto sono:
« Diagrammi s Bode;
o Diagrammi di Nyquist;
« Luogo delleradici.

| controllori e le tecniche di sintesi sopra elencate sono specifiche per il dominio dellafrequenza. Una
tecnica per lasintetisi del controllore nel dominio del tempo con unaretroazione dello stato e,

« latecnicadell'assegnamento dei poli.
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Controllo dei sistemi discreti
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Controllo deil sistemi discreti

| metodi per lasintesi dei controllori discreti sono:
« Metodo analitico;
« Tecnicadel luogo delle radici;
« Tecnicadellatrasformazione bilineare.

Con latecnica della trasformazione bilineare, si possono utilizzare le tecniche di sintesi dei controllori
tempo continuo.

Anche in tempo discreto si puo utilizzare la tecnica dell'assegnamento dei poli per assegnarei poli del
sistemaaciclo chiuso.
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Metodo Analitico
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Metodo Analitico

Si consideri un processo tempo discreto P(z) chiuso con unaretroazione unitaria sul controllore C(z). La
f.d.t. del sistemaaciclo chiuso €:

Yiz)  Flz)0(z]
R(z) 1+ Plz)C(=)
Assegnato I'impianto P, il metodo analitico consiste nello scegliere il controllore C(z) in modo tale che:

F& 1 M
— =l = ==
1+ FU F1-—-M0M

dove M(2) elaf.d.t. del sistemaaciclo chiuso desiderata.

Ovviamente non sara possibile scegliere arbitrariamente la funzione darealizzare in anello chiuso M(2).
I metodo analitico si preoccupa proprio di dare delle opportune specifiche sulla M(z) in modo tale cheil
controllore C(2) risulti essere fisicamente realizzabile.

LaM(2) non puo essere qualsiasi ma deve essere tale da
1. rispettareil principio di causalita (essere fisicamente realizzabile);
2. garantire la stabilita del sistemaaciclo chiuso;
3. tenere conto delle specifiche sull'errore aregime.

e Vincolo dovuto alla Causalita
« Vincolo dovuto alla Stabilita
e Rispostalmpulsiva

e Rispostalndiciale

o Risposta alla Rampa
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Vincolo dovuto alla Causalita
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Vincolo dovuto alla Causalita

Affincheil sistema siafisicamente realizzabile, |e uscite all'istante KT devono dipendere solo dagli
ingress attuali e precedenti e dalle uscite precedenti e non dagli ingressi e dalle uscite future.
Il controllore
M(z)
Uz) = ————
() 1 — M (=)

e un rapporto di polinomi in z del tipo
go+ a1x " FagrT 4. ..
T bot bzt bt A...
Per rigpettare il principio di causalita deve essere:
bg # 0.
Nel casoin cui I'impianto P(z) presenti un ritardo:
Plz) = z7™Filz),

dove F4 non éritardato, per rispettareil principio di causalitalaf.d.t. aciclo chiuso M(z) deve essere

Jz)

M{z) = 7™ M4(%) con mq>m.

Il ritardo dell'impianto P non puo essere eliminato.
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Vincolo dovuto alla Stabilita
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Vincolo dovuto alla Stabilita

Seil processo ha degli zei al di fuori del cerchio unitario, (z1, 7, .. ., ) e/o non & stabile, cioé ha

dei poli al di fuori del cerchio unitario(p, pT, ..., p¥ ), lasuaf.dt. P(2) risulta,

(1 —zi"z_i] ol —zFeY)

F(z]: 1 + .. -1 1 +..-1

(L —piz7) ... (1 —pfz?)

In questo caso per garantire la stabilitadel sistemaaciclo chiuso s deve scegliere M(2) tale che:

{ Miz)=(1—ztz"1...(1 - z;z_ile[z];

Pj(i‘»’]

i

1= M(z) = (1 —pfz="). (1 —pfa=" )M (2),
quindi M1 ed I.f; devono soddisfare larelazione

(L—zfz™" (L — sl Ma(z) + (L —pfa™?) ol — pfa M0 (2) = L
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Risposta Impulsiva
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Risposta Impulsiva

Se si vuole unarispostaimpulsivafinita, s devono scegliere Il 1 ed [l 2 non come rapporti di polinomi

ma come semplici polinomi inz~?.
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Risposta Indiciale
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Risposta Indiciale

Se s vuole un errore aregime nullo per un ingresso agradino, si deve inserire (se non € gia presente nel
processo) un integratore nel controllore.
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Risposta alla Rampa
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Risposta alla Rampa

Se s vuole un errore aregime nullo per un ingresso arampa, si devono inserire (Se non sono gia presenti
nel processo) due integratori nel controllore.

Quanto detto corrisponde ad inserire un nuovo vincolo su 1-M(2) infatti

1 M=)

Clz)P(z) = 1— EF_1:|n|:' ) = m

quindi
1 —Mz)=(1—z"1"(1- pj’:ﬁ_ij 1= pF ey (2)
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Metodo analitico: sintesi
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Metodo analitico: sintesi

In sintes,
1 M=)
Fiz) 1— Mz

[l termine noto del denominatore di C deve essere diverso da zero

Jz) =

Se lI'impianto ha un ritardo di m campioni, allora
M(z) =2"™M;(2] con myi>m,

Sel'impianto P hazeri [z J e poli [p] ) al di fuori del cerchio unitario, allora

Miz) = 27™(1 —:-:il_:{_ijl g —z;'z_i]Mi(z]
1 — M=) =11 —p;"z_ijl ol —pt YA, (=)
Per ottenere un errore aregime nullo per un ingresso a gradino, rampa, ...,

Miz) =2"™(1 - :-;’i":-;_ij 1= z;'z_i]Mi(:-r]

L= M(z) =(1—2"")"(1 = pFa=t) ... (1 — pf 27" ) Ma(2)
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I metodo del luogo delle radici
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Il metodo del luogo delle radici

Cosi come per i sistemi tempo continuo anche per quelli tempo discreto e possibile impiegare latecnica
del luogo delleradici per lasintes di C(2).

Il luogo delle radici descrive laposizione dei poli del sistemaad anello chiuso al variare del guadagno
del sistema ad anello aperto.

o Proprietadel luogo delleradici
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Proprieta del luogo delle radici
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Proprieta del luogo delle radici

1. hatanti rami quanti sono i poli delle funzione di trasferimento ad anello aperto che s intersecano
In corrispondenza delle radici multiple. Ogni ramo parte da un polo dellaf.d.t. ad anello aperto e
termina su uno zero di essa o al'infinito;

2. € smmetrico rispetto all'asse reale;

3. selacostante di guadagno K € positiva, un punto sull'asse reale fa parte del luogo delle radici se si
lascia alla destra un numero totale dispari di zeri e poli.
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iM-Esempio: sintesi del controllore (dal tempo continuo al tempo discreto)
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IM-Esempio: sintesi del controllore (dal tempo
continuo al tempo discreto)

Sia dato un doppio integratore

Si vuole sintetizzare un controllore digitale D(2) tale che la frequenza naturale w'y, € 10 smorzamento §

siano rispettivamente pari a0.3rad/sec e 0.7.

Come primo passo S progetta per tentativi nel dominio delle frequenze un controllore tempo continuo.
Per verificare che larete anticipatrice

s+ 0.2
s+ 20
etalecheil sistemain anello chiuso soddisfi le specifiche richieste, si tracci il luogo delle radici di
1 &4 0.4
2% s 41207

e s controlli in quale punto cadono i poli del sistemain anello chiuso quando la costante di
proporzionalita € K=0.81. Il codice matlab che generail lugo delleradici di questo sistema €:

D(s) = 0.81

Matlab code - drag and drop:

% Mfile: rlocusl. m
clg

nuniG=1;

denG=[1 0 0];

nunD=[ 1 . 2];
denD=[1 2];

num=conv( nunG nunD) ;
den=conv(denG, denD);

pol es=r oot s(den);
zer os=r oot s( num ;

K1=0:.05: 1. 22;
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iM-Esempio: sintesi del controllore (dal tempo continuo al tempo discreto)

K2=[1.25 1.28]; %K for break-in and break-away points
K3=1. 5: 5: 100;

K=[ KI K2 K3];

Ko=. 81;

r=rl ocus(num den, K) ;
ro=rl ocus(num den, Ko) ;

axi s(' square')
axis([-2.5 .5 -1.5 1.5])
plot(r,"'-"),grid

hol d on

plot(ro,"'*")
plot(-.2,0,"0")
plot(-2,0,"x")
plot(0,.01,"'x")
plot(0,-.01,"'x")
title('"Piano s --- locus vs. K)
x|l abel (' Re(s)"')

ylabel ("Im(s)")

hol d of f
axi s(' normal ')
Il risultato di questo matlab script é riportato in Fig. 1.8.
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iM-Esempio: sintesi del controllore (dal tempo continuo al tempo discreto)

Plams & -—— locus vs. K
10 T T T T T T T T T

1o I I I I I I I I I
-2 -1.8 -16 -1.4 -1.2 -1 -08 -0 & -0.4 -2 o
Res)

Figure 1.8: Luogo delle radici per D(s)G(9).

Al fine di discretizzare il controllore D(s) dobbiamo per prima cosa scegliere la frequenza di
campionamento. |l sistemain anello chiuso ha una pulsazione naturale che e pari 0.3rad/sec e quindi la
sua banda passante sara di circa 0.3rad/sec. Cautelativamente scegliamo una pulsazione di
campionamento venti volte piu ata

wy = 20 % 0.3 = Grad/sec.

Con un tempo di campionamento di circa 1sec latecnicadi discretizzazione matched Z transform
fornisce il seguente controllore digitale

0.389 — 0.319
Dz = .
%) = T 135,

In Fig. 1.9 sono rappresentati entrambe le risposte a gradino dell'anello chiuso nella versione tempo
continuo e tempo discreto. Il codice Matlab che lo genera e

Matlab code - drag and drop:

% Mfile: verl.m
nuniGs=1;
denGs=[1 0 0]; %s"2
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iM-Esempio: sintesi del controllore (dal tempo continuo al tempo discreto)

nunmbDs=. 81*[1 . 2];
denDs=[1 2];

numC=conv( nunGs, nunDs) ;
denC=conv(denGs, denDs) ;

[ nunCL, denCL] =f eedback( nuntC, denC, 1, 1) ;

t f =30;
t=0:.2:tf,;
y=st ep(nunCL, denCL, t);

axis([0 30 0 1.5])

plot(t,y),grid
hol d on

T=1;
[ nunz, denGz] =c2dnm( nunGs, denGs, T, ' zoh' ) ;

nunDz2=. 389*[1 -.82];
denDz2=[ 1 -.135];

nunez2=conv( nuntaz, nunbz?2) ;
denz2=conv(denGz, denDz2) ;

[ nunCLz2, denCLz2] =f eedback( nunz2, denz2, 1, 1);
N=t f/ T+1;

td=0:1:tf;
yd2=dst ep(nuntCLz2, denCLz2, N);
plot(td,yd2,'-',td,yd2,'*")

title(' Ri sposte al gradino')
x|l abel (' Tenpo (sec)')

yl abel (' Uscita del sistema')
hol d of f
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iM-Esempio: sintesi del controllore (dal tempo continuo al tempo discreto)
Rlzposte al grading
1.5 I I 1 1 1

U=zclta dal =lstama

i i i i i
o 5 10 15 20 25 30
Temps (sac)

Figure 1.9: Risposte al gradino dell'anello chiuso nella versione tempo continuo e tempo discreto.
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iM Sintesi del controllore: un esempio completo

next | | up previous contents

Next: About this document Up: Tecniche di controllo per Previous. iM-Esempio: sintesi del controllore

IM Sintesi del controllore: un esempio completo

Scaricando questo file matlab e possibile mandare in esecusione un esercizio completo sullasintesi del controllore digitale.

Eseguendo digdem.m in ambiente Matlab si apre un menu afinestra. A questo punto € possibile scegliere tra4 opzioni:

« dal continuo a discreto;

« sintesi del controllore dal tempo continuo;

« controllori standard PID con Zieger-Nichals;

« esempio completo controllo di velocita per un Hard-Disk.

Il programma fornisce anche delle spiegazioni sintetiche sul tipo di operazioni che esegue.

Per quanto riguardail controllo della velocita dell'hard disk. I codice eseguei seguenti passi:
1. cacolalafunzionedi trasferimento trala corrente di controllo e lavelocita del disco;
2. sceglieil periodo di campionamento e discretizza il sistema con uno ZOH;
3. cacolagli autovalori in tempo discreto ad anello aperto;
4. cercadi dintetizzare un controllo in anello chiuso di tipo proporzionale;
5. verificaconil lugo delleradici cheil sistemain anello chiuso diventainstabile;

6

. progetta una rete anticipatrice tempo-discreta e ne verificale caratteristiche con il luogo delle radici;

7. esegue un'analisi dellarobustezza del sistemacon il calcolo del margine di fase e di ampiezza.

Matlab code - drag and drop:
echo of f

nuo',' Metodo Analitico', 'PID

cont cre
98 L L LLLLL 8 L%
t=0:.01:3; k=1:30; dt=0:(3/30):3;
y=sin(t).*exp(-t);
dy=sin(dt).*exp(-dt);
plot(t,y,dt,dy,'*")
di sp(’ %888888888088888888080 )
di sp(’ Conversi oni Tenpo Continuo--Tenpo Discreto')

%RBBEHLOBRBBEEE008L )
disp(* ")

di sp(’ La conversione di un SEGNALE Tenpo Continuo in un segnale Tenpo')
disp(' Discreto su intervalli di tenpo T e'' senz''altro unica e facilmente ")

di sp(' realizzabile con la tecnica del CAMPI ONAMENTO ')
di sp(' nel grafico e'' nobstrata una funzione del tenpo, ')
disp(' y(t) =sin(t)*exp(-t), 0 <t <3 sec ')

disp(' ed il corrispondente segnal e canpionato ogni T = .1 sec ')
di sp(' Any key to continue....")

pause

disp(' ")

disp(' E' possibile trovare la relazione tra la L-trasformata di
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iM Sintesi del controllore: un esempio completo

disp(' e la Z-trasfornata di dy. Per esenpio, il gradino')

disp(" 1/s ---canpionanmento---> Suniexp(-skT)] ---def---> z/(z-1) ")
disp('" [Sume'' la Sonmatoria per k=0,inf ]")

disp(' [z e ' def. = exp(sT)]")

disp(' Il passaggi o sequenze nuneriche <---> polinom in z e "' chiarissinp')

di sp(' Quindi da una equazione alle differenze si passa automati camente ad')

disp(' una FdT in z")

disp('")

di sp('" La conversione di un SISTEMA TCin TD e'"' invece inpossibile in nodo')
disp(' esatto. SISTEMA e'' una rel azione dinanica, rappresentata da una equazi one')
disp(' differenziale o alle differenze, tra |l o spazio dei segnali di ingresso e')
disp(' quello dei segnali di uscita. Se si realizza un sistema TD la cui')

disp(' uscita, in risposta ad un particolare ingresso canpionato,"')

di sp(' corrisponde esattanente alla uscita (canpionata) del sistena continuo,')

di sp(' questo non avverra'' per nessun altra coppia ingresso-uscita.')

disp('")
di sp(' Esenpio: Gs) = 10/(s + 5), risposta inpulsiva: y=10*exp(-5t);")
disp('" Il canpionanmento di questa risposta ha z-trasformata 10z/(z-exp(-5T))")

yc=i npul se(10,[1 5], dt);

yd=di npul se([10 0],[1 -exp(-5*0.1)],1 ength(dt))
stairs(dt,yd );hold on;plot(dt,yc'); hold off;
disp(' Any key to continue....")

yc=step(10,[1 5
yd=dstep([10 0],[1 -exp(-5*0.1)],length(dt)) ;
stairs(dt,yd );hold on;plot(dt,yc'); hold off;

disp(' Any key to continue....")

pause

disp(" ")

di sp(' Esenpio: G s) = 10/(s + 5), risposta gradino: y=2-2*exp(-5t);")
disp(' Il canpionanento di questa risposta ha z-trasformata ')

disp(' 2*z/(z-1) - 2*z/(z-exp(-5T))")
disp(" Devo trovare {z): (z)*z/(z-1) eguagli quella risposta')
disp('" R sulta z) = 2(1-exp(-5T))/(z-exp(-5T))")

yc=step(10,[1 5], dt);

yd=dstep([ 2*(1-exp(-5*0.1))],[1 -exp(-5*0.1)],length(dt)) ;
stairs(dt,yd );hold on;plot(dt,yc'); hold off;

disp(' Any key to continue....")

pause

disp(* ")

yc=i mpul se(10,[1 5], dt);

yd=di nmpul se([ 2*(1-exp(-5*0.1))],[1 -exp(-5*0.1)],length(dt)) ;
stairs(dt,yd" );hold on;plot(dt,yc'); hold off;

di sp(' Any key to continue....")

pause

disp(* ")

el seif risp==2

90888888888808888808680
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iM Sintesi del controllore: un esempio completo

% Dal Conti nuo

%8888868808880888808860

di sp(’ %88 04 RRBBALRBBRLARBBEM0 ' )

di sp(' Trasposizione di un controllore TCin TD)

di sp(" 9RBBBALRBBLL0RBBEL0RBBEM0RBE00 ' )

disp('" E' datala f.d.t di un notore elettrico')

nume[ 1]; den=[1 1 0];

printsys(num den);

disp(' per il quale, in base a specifiche sul margine di fase e sulla ')
disp(' velocita'' di risposta, e'' stato disegnato il conpensatore')
nc=[4 4]; dc=[1 2];

printsys(nc, dc);

disp(" Trovare |''equivalente C(z) scegliendo Ts con la regola pratica')
disp(" Ts = 0.3/ Wo')

disp(" ")

disp(" ")

disp('" Wo e'' la pulsazione di crossover per il sistenma conpensato in anello
aperto')

di sp(" Comi ncianp dai diagramm di Bode per |''inpianto ed il conpensatore')
bode(num den) ;

disp(' Any key to continue....")

pause

disp(" ")

bode(nc, dc) ;

disp(' Any key to continue....")

pause

disp(" ")

disp(" Il conpensatore e'' un |ead con nmassinmo anticipo in')

disp(" Wn= sqrt(1*2) , dove vale Phim= arcsin(((4+2)/2 - 2)/((4+2)/2)) = 20 deg')
di sp(' Di agramma conpensato: ')

[ ncg, dcg] =seri es(nc, dc, num den) ;

bode(ncg, dcg)

disp(' Any key to continue....")

pause

disp(" ")

disp(" Il taglio e'' circain Wo = 2 rad/sec => Ts = 0.15")
ts = 0.15;

di sp(' Applichianmp |la regola di Tustin sostituendo')
disp(' s con a (z-1)/(z+1) ")

di sp(' cercando di non distorcere alla pul sazione Wn per la quale il")
di sp(' conpensatore e'' stato progettato')
Whresqrt (2) ;

a=Wh tan( Wit s/ 2),

disp(' da cui si ottiene')

ncz=3.74*[1 - 0. 86]

dcz=[1 -0.74]

disp(' Confrontianop le risposte in frequenza dei conpensatori')
w = | ogspace(0, 30);

[ mag, phase] = bode(nc, dc, w);

[ mus, ptus, wtus] = dbode(ncz,dcz,ts);

% Now pl ot the results as a conparison. Press any key after the plot
subpl ot (211)

sem | ogx(w, 20*1 og10( mag) , wt us, 20*1 og10( nt us))

x| abel (' Frequency (rad/sec)'), ylabel (' Gain db")

title('c2d conparison plot')

subpl ot (212)

sem | ogx(w, phase, wt us, pt us)
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iM Sintesi del controllore: un esempio completo

x|l abel (' Frequency (rad/sec)'), ylabel (' Phase deg')
pause % Press any key to continue ...

disp('Ora confrontiano i risultati finali, ad esenpio in ternmni di')
disp(' risposte al gradino degli anelli chiusi')

[ ncgl, dcgl ] =cl oop(ncg, dcg) ;

yc = step(ncgl, dcgl, (1:50)*ts);

[ nz, dz] =c2dn( num den, ts) ; %ZCH equi v.
[ ncgz, dcgz] =seri es(ncz, dcz, nz, dz);

[ ncgl z, dcgl z] =cl oop(ncgz, dcgz);

yd=dst ep(ncgl z, dcgl z, 50) ;

stairs(1:50,yd" );hold on;plot(1:50,yc'); hold off;

disp(' Any key to continue....")
pause
disp(' ")

= 10/ (s(s+2)
t s=0. 25; ng=10; dg=[1 2 0];
[ng_z,dg_z] =c2dm(ng, dg, ts) %0 Usa ZOH

axi s('square'),zgrid('new ), rlocus(ng_z, dg _z)

di sp(* {(s)

[km pol e]l=rlocfind(ng _z,dg z) %btrova il guadagno di oscill azione
wrFangl e(pol e(1))/ts

kp=0. 6*km % paranetri di Zieger--Nchols
kd=kp*pi / (4*wm)

ki =kp*wni pi

nc_z = [kp*ts+kd+ki *ts*ts, -kp*ts-2*kd, kd];
dc_z=[ts -ts 0]

[ncg,dcg] = series(nc_z,dc_z,ng_z,dg_z)
[ncl,dcl] = cloop(ncg, dcg, -1)

ddanp(dcl , ts)

hol d of f
axi s('square'),zgrid('new ), rlocus(ncg, dcg)
[ km pol e] =rl ocfind(ncg,dcg) %btrova il guadagno di oscill azione

Il file diskdemo.m che é richiamato da digdemo.m e qui di seguito riportato.

Matlab code - drag and drop:

%0l SKDEMO. M Denonstrati on design of harddi sk digital controller
echo on

% This file denonstrates MATLAB's ability for classical digital contro
% syst em desi gn by going through the design of a conputer HARDDI SK
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iM Sintesi del controllore: un esempio completo

% read/wite head position controller.
echo on

pause % Press any key to continue ...
% Using Newton's |law, the sinplest nodel for the read/wite head has the
% follow ng differential equation:

%

% I|*theta ddot + Ctheta dot + Ktheta = Ki *

%

% where | is the inertia of the head assenbly

% C is the viscous danping coefficient of the bearings
% Kis the return spring constant

% Ki is the notor torque constant

% theta ddot, theta dot, and theta are the angul ar accel eration
% angul ar velocity and position of the head

% i is the input current

%

pause % Press any key to continue ..

% Taking the | aplace transform the transfer function is:

% Ki

% H(s) = ----------------

% | s"2 + Cs + K

%

% Using the values 1=.01 Kg nm2, C=.004 Nm (rad/sed), K=10 Nmrad, and
% Ki =.05 Nnmirad formthe transfer function description of this system

| =.01; C=0.004; K= 10; Ki = .05;
NUM = [Ki];

DEN = [I C K];

printsys(NUM DEN, 's');

pause % Press any key to continue ..

% Qur task is to design a digital controller that can be used to provide
% accurate positioning of the read/wite head. W w Il do the design in the
% di gi tal donmi n.

% First we nust discretize our plant since it is continuous. Since our
% plant will have a digital-to-anal og-converter (with a zero-order hold)
% connected to its input, use the 'zoh' discretization nethod

% of the function C2DM Use sanple tine Ts = 0.005 (5 ns)

Ts = 0. 005;

w = | ogspace(0, 3);

[ mag, phase] = bode( NUM DEN, w) ;

[ num den] = c2dm(NUM DEN, Ts, ' zoh");

[ nzoh, pzoh, wzoh] = dbode(num den, Ts);

% Now pl ot the results as a conparison. Press any key after the plot
echo of f

subpl ot (211)

sem | ogx(w, 20*1 og10( mag) , wzoh, 20*| og10( nzoh))

x| abel (' Frequency (rad/sec)'), ylabel (' Gain db")

title('c2d conparison plot')

subpl ot (212)
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iM Sintesi del controllore: un esempio completo

sem | ogx(w, phase, wzoh, pzoh)

x|l abel (' Frequency (rad/sec)'), ylabel (' Phase deg')
pause % Press any key to continue ...

echo on

pause % Press any key to continue ...

% Now anal yze the discrete system
di sp(' Di screte system)
printsys(numden,"'z')

% Pl ot step response
subpl ot (111)
dstep(num den); pause % Press any key after the pl ot

% The systemoscillates quite a bit. This is probably due to very I|ight
% danpi ng. W can check this by conmputing the open | oop ei genval ues.

di sp(' Open | oop discrete eigenval ues'), ddanp(den, Ts);
zgrid('new ), pzmap(1l,den); pause % Press any key after the pl ot

% Note that the poles are very lightly danped and near the unit circle.
% W need to design a conpensator that increases the danping of this system

% Let's try to design a conpensator. The sinplest conpensator is a sinple gain.
ri ocus(numden); hold off; pause % Press any key after the plot

% As shown in the root |ocus, the poles quickly |leave the unit circle and go
% unstable. W need to introduce sone | ead or a conpensator with sonme zeros.

% Try the conpensator: K(z + a)
% D(z) = -------- where a < b
% (z + b)

pause % Press any key to continue ..

% For m conpensat or and connect in series with our plant
% Use a = -.85 and b = 0.

[ nunt, denc] = zp2tf([.85]',[0]",1);

[ nunR, den2] = series(nunt, denc, num den);

% Lets see how the frequency response has changed.
[ mag, phase,w = dbode(num den, 1); % Use normalized frequency

[ mrag2, phase2] = dbode(nun?, den2, 1, w);

% Now pl ot a conparison plot. Press any key after the pl ot

echo of f

subpl ot (211), sem | ogx(w, 20*I 0og1l0(rmag), w, 20*1 og10( mag2))

x| abel (' Frequency (rad/sec)'), ylabel ('Gain dB)

subpl ot (212), sem | ogx(w, phase, w, phase?2)

x| abel (" Frequency (rad/sec)'), ylabel (' Phase deg')

% Pl ot -180 degree |ine

hol d on; sem logx([mn(w(:)),mx(wW:))],[-180,-180],"'w-"); hold off;
pause % Press any key to continue ..

echo on

% So our conpensator has indeed added | ead.

% Now let's try the root |ocus again with our conpensator
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subpl ot (111)
zgrid('new ), rlocus(nun,den2); hold off; pause % Press any key after plot

% This time the poles stay within the unit circle for sone tine.

% Now its your turn, Using RLOCFI ND chose the poles with greatest danping
%ratio. (The lines drawn by ZGRI D show the danping ratios fromz=0 to 1
%in steps of .1)

pause % Press any key and then choose a point on the plot
[k, pol es] = rlocfind(nunk, den2);

di sp([' You chose gain: ',nunRstr(k)]), ddanp(poles,Ts);

% Let's formthe closed | oop systemso that we can anal yze the design.
[ nunt, denc] = feedback(nun®, den2, k, 1);

% These ei genval ues should nmatch the ones you chose.
di sp(' d osed | oop ei genval ues'), ddanp(denc, Ts);

pause % Press any key to continue ...

% Cl osed |l oop time response
dstep(nunt, denc); pause % Press any key after the pl ot

% So the response | ooks pretty good and settles in about 14 sanples
% which is 14*Ts secs.

di sp(['Qur disc drive will have a seek tinme > ', nun2str(14*Ts),' seconds.'])
pause % Press any key to continue ...

% Let's now | ook at the robustness of our design. The nost common cl assical

% robustness criteria is the gain and phase margin. The criteria is determ ned
% by formng a unity feedback system cal cul ating the Bode response and | ooki ng
% for the phase and gain crossovers. MATLAB contains a function MARGA N t hat

% det erm nes the phase and gain margin given the Bode response.

% Formunity feedback system by connecting our design systemw th the gain
% we chose. Leave the |oop open so we can conpute the open | oop Bode response.
[ nun®, den2] = series(nunk, den2, k, 1);

% Conput e Bode response and nargins
[ mag, phase, W = dbode(nun2, den2, Ts);
[ Gm Pm Wg, Wp] = margi n(mag, phase, w) ;

% Pl ot Bode plot with margins
mar gi n( mag, phase, w); pause % Press any key after the pl ot

% Gain margi n db, @frequency, Phase margin, @frequency
Margins = [ 20*] ogl0(Gm, Wg, Pm Wp]

% Qur design is robust and can tolerate a 10 db gain increase and a 40 degree
% phase | ag wi thout going unstable. By continuing this design process we may
% be able to find a conpensator that will stabilize the open | oop system and
% all ow us to reduce the seek tine (nore danmping would allow us to reduce the
% settling time in the step response).

echo of f
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